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PREFAZIONE 



Sebbene il titolo lasci eli i ararne n lo intendere come il presente opu- 
scolo non sia che la introduzione a un trattalo di Geometria anali- 
tica, tuttavia stimo opportuno di dare qualche spiegazione circa il 
metodo seguito e i limiti ne' quali mi son dovuto restringere. 

lo ho presupposto nel giovano lettore soltanto la cognizione delle 
più elementari teorie della Geometria e dell'Algebra (inclusi gli ele- 
menti della teoria dei Determinanti); e mi son proposto d'insegnargli, 
in quell'ordine e in quella misura che si addicono a un primo studio, 
come l'ini portantissimo confetto delle coordinate si attui nelle questioni 
relative a figure in cui non intervengano ancora linee e superfìcie 
curve. 

Si è perciò che, tenendo lo stesso ordine in cui la scienza si è ve- 
nuta naturalmente svolgendo, io ho insistito principalmente sul sistema 
delle coordinate, Cartesiane, passando poi ad esporre il sistema delle 
coordinate Plùckeriane ; ed ho procurato che la nozione di coordinate 
omogenee sorgesse spontanea dal bisogno di dare alle forinole omoge- 
neità e simmetria. 

E tanto più mi sono invogliato a tenere quest'ordine, in quanto 
esso mi ha offerto il capitale vantaggio di poter introdurre, forse per 
la prima volta, sistematicamente in un libro didattico di Geometria 
analitica la classificazione delle ligure primordiali in forme geome- 
triche fondamentali di 1", 2 a e 3" specie, qual'è adottata nella Geo- 
metria cosi detta projeUica, o moderna, o di posizione. 

Infatti il presente libro consta, oltre una breve introduzione, di otto 
capitoli, dedicali rispettivamente: alla retta punteggiata, al fascio di 
rette, al lascio di piani, al piano punteggiato, al piano rigato, alle 
stelle di rette e di piani, allo spazio punteggiato, allo spazio di piani. 
Servono di complemento: un nono capitolo sullo spazio rigato, nel 
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quale è esposta la nozione delle coordinate di una retta nello spazio 
con le principali proprietà dei complessi lineari; e un decimo capìtolo 
sulle coordinate omogenee proiettive. 

L'omografia o projettività e la correlazione tra due forme fonda- 
mentali sono anche stabilite ai luoghi opportuni. Il principio di omo- 
grafìa e quello di dualità sono enunciali appena il lettore sia in grado 
di valutarne l'utilità e l'importanza, e l'esposizione ò tutta informata 
a questi due principi 

Ho intercalato nel testo parecchi esercizi per applicare e comple- 
tare le teorie, ed alcuni cenni storici per incoraggiare il giovane a 
ricorrere alle fonti e studiare le opere de' sommi maestri. 

Insomma il presente opuscolo, insieme ai due già da me pubblicati 
sulle proprietà fondamentali delle curve e superficie di 2° ordine ("), 
contengono la materia di un corso annuale di Geometrìa analitica, e 
costituiscono la prima parte di un possibile trattato su questa scienza 
poiché in essi si trova sostanzialmente esposto gnaulo è necessario ed 
utile conoscere, prima di affrontare la teoria generale delle curve e 
delle superficie di grado qualunque, e lo studio delle più notevoli 
curve e superficie trascendenti. Al giovane che voglia spingersi oltre, 
consiglio segnatamente la lettura dei magistrali trattati di 
Plììcker, Salmon, Besse, Baltzer (**). 

Mi è grato da ultimo esprimere un cordiale ringraziamento 
l'egregio Dott. G. SEGnn sia mìo assistente; poiché senza ìa sua 
lerte e intelligente collaborazione io non sarei certo riescilo a compiere 
il mio lavoro nel poco tempo di cui potevo disporre. 



Torino, 1° oUol.ru 1834. 



E. D'Ovidio. 



(') Le proprietà fondamentali delle curve di 2° ordina, <:"c, 2 ] '- udizione — Le 
proprietà fonda n, untali delle wj/erfeie di 2'' untine., ecc., I 1 edizione (Torino, 
Loescher, 1883). 

(") Mobids: Ber liavycmirisciit! calciti. — Plììcker: Analytiseh geomeirische 
Entwickelungen; Neue Geometria des liav.mes- — Salmon: A Treatise on Conia 
Sections; A Treatise un h.igher glnne Curve*: A Trafilisi: un the anafo/tic Geo- 
metri/ of three rlimansians. E gli stessi tradotti in Ledono e molto aumentati dal 
Fiedler. — Hesse: Vorlestitìffen av.s d.e.r anaUithehen Geometrìe der yerad.":/; 
Linie, des Punkte:; v.-ad dea Kreisea in dar Ehctc; Hicboiì Vurles-mtgen aus der 
anahjtischen Geometrie dei- Kegelschnitte ; Vurlcsangcn ubar anatytische Geo- 
metrie des Raumas. — Baltzer: Anali/tinche Geometrie. 
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INTRODUZIONE 



Forme geometriche fondamentali. 



| 1. Le figure, il cui studio forma l'oggetto della Geometria, si 
compongono di punti, rette e piani. Questi punti, queste rette e questi 
piani possono appartenere ad uno dei seguenti sistemi: 

1° Retta punteggiata, cioè il sistema di tutti i punti di una 
retta; 

2" Fascio di rette, sistema delle rette di un piano e per uno 
stesso punto (del piano); 

3" Fascio di piani, sistema dei piani per una retta ; 
4" Piano punteggiato, sistema dei punti di un piano ; 
5" Piano rigato, sistema delle rette di un piano; 
6" Stella dì rette, sistema delle rette per un punto : 
7° Stella dì plani., sistema dei piani per un punto; 
8° Spazio punteggiato, sistema dei punti dello spazio ; 
9° Spazio di piani, sistema dei piani dello spazio. 
Questi nove sistemi chiameremo forme geometriche fondamentali. 
Elementi di ciascun sistema sono i punti, o rette, o piani, che lo 
compongono. Sostegno dì ciascun sistema è il punto, o retta, o 
piano, o spazio, cui tutti gli elementi del sistema appartengono. 

Così: una retta punteggiata ha per elementi dei punti e per so- 
stegno una retta {raggio); un fascio di piani ha per elementi dei 
piani e per sostegno una retta {asse del fascio); un fascio di rette 
ha per elementi delle rette e per sostegni un piano e un punto 
{centro del fascio); una stella di rette o di piani ha per sostegno 
un punto [centro della stella) ; e così via. 

E. D'Ovidio — Porù.c ^ìù^i-ih-ìc 1 :-:. foniamentalt. 1 
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Coordinate. Geometria analitica. 



§ 3. Individuare un elemento di un sistema vuoi dire; determi- 
nare quell'elemento in modo da distinguerlo da tutti gli altri. 

Noi vedremo come gli elementi di una delle prime tre forme (la 
punteggiata e le due sorta di fasci) si possano individuare facendo 
corrispondere a ciascun elemento un numero; in modo che, dato 
un elemento, sia individuato il numero corrispondente, e viceversa, 
dato un numero, sia individuato l'elemento corrispondente. Questi 
numeri si diranno coordinate degli elementi corrispondenti. 

Vedremo anche come per individuare ciascun elemento di una 
delle forme 4", 5', 6% 7" (le due sorta di sistemi piani e di stelle) 
occorrano due numeri, e per individuare ciascun elemento di una 
delle due ultime forme (spazio di punti e di piani) occorrano tre 
numeri. Questi numeri diremo ancora coordinate degli elementi 
corrispondenti di quelle forme. 

In causa di queste differenze nel modo di individuarne gli ele- 
menti, quelle nove forme geometriche si sogliono distinguere in 
tre specie: le prime tre forme si dicono di r specie, le seguenti. 
quattro di 2" specie, le ultime due di 3' specie. Si dicono anche 
rispettivamente forme a 1, 2, 3 coordinate, ovvero a i, 2, 3 di- 
mensioni; ovvero serie semplici, doppia, triple di elementi; serie 
dì od, co s , co 3 elementi. 

Si può anche considerare una IO 1 forma geometrica fondamentale: 
cioè lo spazio rigato, vaie adire il sistema delle rette dello spazio. 
Questa forma ha però, come vedremo, un carattere affatto diverso 
dalle forme finora considerate. Siccome ogni suo elemento vedremo 
potersi (in generale) individuare mediante quattro numeri o coor- 
dinate, così lo spazio rigato costituisce una forma di 4° specie, o 
a 4 coordinate, od a 4 dimensioni. 

La Geometria analitica investiga le proprietà, delle figure con 
lo strumento delle coordinate. Le relazioni fra i punti, le rette e i 
piani delle figure vengono allora ad esprimersi mediante relazioni 
fra numeri, e quindi possono esser trattate col sussidio del calcolo. 
In particolare, le proprietà comuni a tutti ì punti di una linea o 
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superficie vengono ti tmd ui'si inequazioni frale coordinate di quei 
punti, sicché lo studio delle linee e superficie si riduce alio studio 
analitico delle corrispondenti equazioni. 

Anche le linee e superficie curve possono venire individuate da 
gruppi di numeri, che perciòd ìconsi coordinate di esse. 

Traccia delle coordinare per lo studili di certe figure si trova "Là, benché sotto forma 
non evidente, nulle opere degli antichi gè eiiv.it ri greci; ma essi non poterono traine 
molto vantaggio , mancando loro il calcolo letterale o algebrico. Acquistato alla 
scienza questo utile strumenti' noi secolo deeimoscsto (per opera specialmente dei geo- 
metri italiani e del francese Viète), poterono i matematici noi secoli seguenti dare 
sviluppo ;-ì a;ol":i;"> dello f:i)itv.linato ■■: goonietrk anali tini, che venne a costituire ano 
dei metodi più potenti, e più usati per Latte le ricerche matematiche in generale, e 
particolarmente poi per quelle goomotrielie. La prima epera in cui siano stati esposti 
con chiarezza i priiteipii di questo metodo, in guisa da olei-arlu al grado di scienza. 
fu la Geometria di Descartes (1637) ; dopo la, quale i geometri andarono successiva- 
mente adottandolo, abbandonando persino per lungo tempo quello più usato dagli 
antichi e che puro presentava i suoi vantaggi, cioè il metodo sintetico. Così la geo- 
metria analitica deve multi dei progressi che essa fece dopo Descartes, a Newton, 
Mac-Laurin, Clairi.iut, Hitler, Loinbeii, [.agmwji', Monge, e nel secolo presente a 
Qergonne, Lami', BoUUier, M'iibius, PVlalcer, Ohasles, JacoU, Hesse, Gayley, 
Saìmon, Cìebsch, Cremona, ecc., ecc. Il metodo delle coordinale poi congiunto col 
calcolo infinitesimale, che venne purea comporsi in scienza nel secolo decimosettimo, 
diede luogo ad un ramo importante della geometria analitica; il quale, insieme eolio 
stesso calcolo infinitesimale, trae la sua origine dai problemi celebri della determi- 
nazione delle tangenti, delle aree e delle lunghezze dello curve, e poi si svolse per 
opera specialmente di Newton e 'Leilinìt;:, del lìcmou'U, di 31ae-Laurin, Euìer, 
Monge, Meusnier, JjH.phi. CaM-hi, Cm'.st, Aninwiir, Beltrami ed altri. 

Il concotto dì coordina!? vedremo essersi esteso altresì al caso, in cui ciascun ente di 
mia serie continua qualunque di enti geometrici non sia individuato dai valori di 
certe quantità, né li individui, ma solo li determini e ne sia determinato in un nu- 
mero (finito od infinita) di modi formanti un sistema discontinuo. 

La eon si derazione dolio diverse forine geometriche fondamentali è dovuta a Steiner 
{SystemaUsche Entwickekmy, lS;jy ; G^ammelte Wcrke, t. I, pag. 229). Essa È 
importantissima nella geometria moderna; non solo in quanto ogni figura geometrica 
si può considerare come appartenente ad una o più di quelle forme fondamentali; 
ma anche perchè queste si possono considerare come le figure più semplici, da cui, 
legandole coiVomoi/rii/la o coli:; corrclu.zioiie, si possono ottenere con metodo uniforme 
gran parte delle ligure più complicate, come linee curve, superficie, ecc. 

Alla considerazione ditali forme e intimamente legato lo sviluppo della geometria 
projetthm, cioè della scienza, che stadia: quelle proprietà che non cessano di valere 
quando a date ligure si sostituiscano loro proiezioni (propri..: r.à yrajetÀìce delle figure). 
Questa scienza, di cui già si avevano vari teoremi, si formò nella prima metà di questo 
secolo per opera principalmente di Vowxltt-, -Wìbi'.ts, Ste-iiier, (Jhmìes, Staiteli; ed 
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ottenne poi, mediante le rici'i-cho ili ali-ri eeoir.eiri elie sii. nominammo, un rapido 
o largo incremento. Essa può esser trattata mi metodo delle coordinate (geometria 
(molàica), oppure senza l'uso di queste ('j>:>uMtri>t. Matetica). E, mentre da principio 
essa veniva considerata come un ramo dì geometria distinto ib.ll:; (layun-.trin viataea, 
la quale sindia le proprietà vutrivhr. (non projettive) delle figure, cioè le prò prò.: Là 
dipendenti necessariamente da misure di disianze, angoli, aree, ecc. (quali sono la 
massima parte delle proposizioni di geometrìa elenieiiiare); ora invece, in seguitosi 
lavori di Chasks, Co >/!?>!, Ktein e.i allr.ì, si ritiene la geo ni litri a metrica come inclusa 
nella geometria proiettiva, cioè come un caso particolare di essa. Laonde si può dire 
che tutta quella vastissima scienza che ouianìia'no geometria, è geometria proj etti va. 
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CAPITOLO I. 
Eietta punteggiata,. 

Segmenti e ascisse. 



§ 3. Sopra una retta indefinita si fissi un punto 0. A partire da 
esso possiamo percorrere la retta in due direzioni, l'ima opposta 
all'altra. Dato un punto A sulla ^_^ 

retta, è determinato il segmento - ^ — > : - -■'■■ ■■ ■■■ ■ — ■ ' ■ ■ - - 

che ha per origine e per ter- 
mine A, ed è pure determinata la direzione in cui il segmento vien 
percorso andando da in i. Il segmento si può misurare, calco- 
lando il numero x (razionale o irrazionale) che esprime il rapporto 
del segmento a una unità lineare fissata ad arbitrio ; e se inoltre 
conveniamo dì prendere questo numero positivamente o negativa- 
mente secondo che il segmento è percorso in una direzione o nella 
opposta, avremo che ad ogni punto A della retta corrisponderà un 
numero reale x, positivo o negativo. Viceversa: dato un numero 
reale x positivo o negativo, è determinato il segmento che esso 
misura e la direzione in cui il segmento è percorso, e quindi ò in- 
dividuato sulla retta un punto A tale che OA sia appunto quel 
segmento. Inoltre è chiaro che a punti diversi corrispondono numeri 
diseguali, e a numeri diseguali punti diversi; in particolare, a nu- 
meri differenti solo nel segno (opposti) x e — x corrispondono punti 
simmetrici rispetto ad 0, e a questo punto corrisponde il numero 
zero. Il numero x può dunque assumersi come coordinata del punto 
che individua. 

Il punto si chiama origine, e le due direzioni considerate sulla 
retta si chiamano, l'ima positiva e l'altra negativa. Rispetto a quel- 
l'origine e a queste direzioni, il numero x sì chiama ascissa del 
punto A. 
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La retta punteggiata è dunque una forma ad una coordinata, o 
di l" specie. 

Abbiansi sulla retta due punti A B. Il simbolo AB sta pel numero 
ohe misura il segmento o distanza fra A e B, numero positivo o 
negativo, secondo che andando da A in B si percorre il segmento 
nella direzione positiva o negativa della retta. In virtù di tale con- 
venzione si ha, qualunque siano i due punti à B della retta, la re- 
lazione : 

[1] BA — — AB, ovvero AB + BA = 0. 

Fra tre punti ABC della retta si ha la relazione evidente: 

AB -f BC -|- CA = 0, ovvero AB = AC + CB : 

[2] AB = CB — CA. 

Fra quattro punti A B C B della retta si ha la relazione: 

[3] AB.CB -f- AC.BB -f AB.BC = 0, 

la quale si dimostra osservando che per la |2| il primo membro può 
scriversi 

AB (AB — AC) + AC (AB - AB) + AB (AC — AB), 

e sviluppato si riduce a zero. 

Fra più punti qualunque A B C . . . K L della retta si ha la re- 
lazione : 

AB + BC + . . . -|- Kl 4- LA = 0, 
ovvero 

AL = AB 4- BC 4- . . . 4- KL. 

Siano X x' le ascisse di due punti A B della retta, rispetto a una 
origine e ad una direzione positiva assegnata; ossia OA = w, 
OB — w'. La [2] porge 

AB = OB — OA, 
AB — a? — w; 
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dunque: il numero aite 'misura la distanza da un punto a un 
altro è la differenza fra l'ascissa del 2" punto e. l'ascissa del 1". 

Può avvenire che, scelta un'origine 0, convenga poi riferire i 
punti della retta a un altro dato punto 0' come origine : allora oc- 
corre esprimere la primitiva ascissa x di un punto qualunque A 
mediante la sua nuova ascissa X, e viceversa. Posto 00' = a, si ha 
00' -|- O'A -f AO = 0, ossia a -f X — OS = ; onde 

cc = X J r a , X= x — a. 

Qui si è tacitamente supposto che, nella determinazione dei punti 
della retta mediante le nuove coordinate X, la direzione positiva 
della retta e l'unità lineare non si siano mutate: lasciamo al let- 
tore trattare i casi in cui queste si mutino. 

La determinazione dei [imiti ili una rotta mediauto lo lori distanze da impunto 
fisso fu introdotta dal Viète (1540-1(103), al qun.le è :lnn.-|iio dovuto il primo sistema 
di coordinate per tonile di l a spedo. Hai! fon cotto, importali riarmo nella geometria 
moderna, Hai segno dei fi e gin end, degli angoli, dello ;ireo. ecc., fu introdotto metodi- 
camente solo in. questo secolo 'lai MOhiuì eoa la sua classica opera: Dm- harycentri- 
scìw Calcili (1827). 



§ 4. Siano ABC tre punti della retta, e sia r il rapporto delle 
distanze AC, CB: 



CB " 



, ovvero AC : CB = r. 



Se A B sono fìssi e C muta posizione, anche r varia. E precisa- 
mente: quando C cade fra A e B, r è positivo (poiché AC e CB 
hanno lo stesso segno); e quando C non cade fra A e B, r è ne- 
gativo. Se C cade in A, r = (perchè allora AC = e CB = AB) ; 
se C va da A al punto medio fra A e B, r cresce (perchè AC cresce 
e CB decresce) da a 1 ; se C prosegue verso B, r cresce indefi- 
nitamente: e quando C cade in B, rè infinito (poi eli è allora AC = AB 
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e CB = 0). Se C oltrepassa B, r diviene negativo, e il suo valore 
assoluto decresce, tendendo al valore 1 mentre C si allontana in- 
definitamente da B (poiché nella frazione ^ i valori assoluti del 
numeratore e del denominatore crescono indefinitamente di quan- 
tità uguali). Che se C va da A nella direzione opposta, r è nega- 
tivo, e il suo valore assoluto cresce, tendendo di nuovo a 1 mentre 
C si allontana indefinitamente. Esprimeremo questi fatti dicendo : 
che nel punto A si ha r = ± 0, nel punto B si ha r = ± co, e che 
la retta ha un unico punto all'infinito, pel quale r = — 1. 

La retta viene così ad esser considerata come rientrante in sé 
stessa . . . all'infinito. 

Potremo anche dire che due punti A B dividono la retta in due 
segmenti, uno finito e l'altro infinito. 



Se co x' a 



sono le ascisse dei punti ABC rispetto a un'origine 0, 



si ha (| 3) AC = x" — x, CB = x' — x", e però 



' (i + r},aj"^aH 



forinola che esprime l'ascissa di C mediante le ascisse di A e B e 
mediante il rapporto r. 

Se i punti A B sono fissi e r varia, allora x x 1 sono costanti e r 
variabile; e ad ogni valore di r corrisponde un valore di x", e 
quindi una posizione del punto C. E precisamente : per r = ± si 

ha x" = ìc, e C cade in A ; essendo poi x" ^= -— , per r — ± ce 

7 + 1 
si ha — = ± 0, onde x" = «/ eO cade in B ; per r — 1 si ha x" 

— *T* , e C cade nel punto medio del segmento AB; per r = 1 sì 
ha x" = x ~^. x - -±co, e C va all'infinito. 
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Il numero r soddisfa a tutte le condizioni per essere adoperato 
come coordinata del punto che individua, e noi lo chiameremo {per 
ragioni che tosto vedremo) la coordinata baricentrica di quel 
punto rispetto ai due punti di riferimento A e B. Confrontando 
questo sistema di coordinate con quello delle ascisse, noi vediamo 
che ai singoli punti della retta corrispondono, così nell'uno come 
nell'altro sistema, i singoli numeri (reali), ma in ordine differente. 

Seme! sono due numeri nel rapporto r (con segni arbitrari), 
ossia sem:l~r; allora la espressione dì x" diviene 



ed evidentemente non si altera quando m e ( sì moltiplicano o si 
dividono entrambi per uno stesso numero arbitrario, vale a dire è 
omogenea e di grado zero in m e l. 

% 5. Siano A, A a due punti della retta. Pensiamo annessi ai 
punti Aj A a rispettivamente due numeri m, m 5 (con segni arbitrari), 
e sia P il punto per cui 

A,P : PA a = m ì : «?„ ovvero PA, : PA 2 = — m, : m,. 

Questo punto P (per analogia con la composizione di due forze pa- 
rallele e in particolare di due i i 

pesi) diremo baricentro o cen- A, P \ \ ?' 

tro di gravità dei due punti 

A,A s coi pesi m,m ì . E se x i x ì sono le ascisse di &. { A 
di P sarà 



», + *■ ' 

Sìa ora dato un terzo punto A 3 dì peso m 3 e di ascissa <£ s . Se 
a P annettiamo il peso m l -(- m a , e poi cerchiamo il baricentro dì P 
e A 3 , troviamo un altro punto P', che diremo baricentro dei tre 
punti A, A„ A s coi pesi m i m 5 m 3 . L'ascissa di P' sarà dunque 
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'",-<: + '»■; ''•; — Wsj£.i 

m, + m 5 -|- m 3 ' 

formola analoga alla precedente. Essa mostra che, in qualunque 
ordine si compongano i punti A., A s A. s conservando 1 rispettivi pesi, 
si ottiene sempre lo stesso baricentro. 

Proseguendo questa composizione con altri punti A 4 . . . A.* a cui 
si diano dei pesi m i . . . m*, noi giungiamo ad ottenere un punto, 
che diremo baricentro dei punti A, A a . . . A t coi pesi m, m,... m k , 
e che ha per ascissa 



, + m t + . . . + « 



sicché, in qualunque ordine si compongano ì punti dati conservando 
i rispettivi pesi, risulta sempre lo stesso baricentro. 

E si avverta che, moltiplicando o dividendo i numeri m,m,... m» 
per uno stesso numero arbitrario, il baricentro rimane immutato. 

Se m, = m 2 , il baricentro dei due pnnti A, A s è il loro punto 
medio. In generale: se m, m a . . . m* sono tutti eguali, il baricentro 
dei punti A, A, ... A* dicesi centro dalie medie, disianze dei punti 
stessi, e la sua ascissa è 

»! + «, + ■ - ; + xt 



Se m, -\- m* -{-... -\- m* = 0, il baricentro è in generale il punto 
all'infinito. 

Fissati nella punteggiata due punti A, A a , ogni punto P di essa 
può considerarsi come baricentro di A, A a , quando a questi si diano 
pesi convenienti m, m a : basterà a tal fine prendere questi due nu- 
meri in modo che sia w, : m 5 = ex % : A,P ; il che mostra che solo il 
loro rapporto è individuato da P e non essi stessi. Questi due numeri 
m t m 2 , i cui valori possono servire ad individuare i singoli punti P 
della punteggiata, ma che moltiplicati entrambi per una stessa 
quantità qualunque non cessano d'individuare lo stesso punto, si 
chiamano coordinate omogenee dei punti della punteggiata, e co- 
stituiscono precisamente il sistema delle coordinate baricentriche 
del Mobius (Bar y centrìsclie, Calcili). L'introduzione di due coordi- 
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nate omogenee in luogo di una sola (non omogenea) presenta il 
vantaggio di dare omogeneità e simmetria alle formole. 

Il rapporto delle due coordinate barìcentriche omogenee può pure 
servire, come notammo al § 4, per coordinata; ed è quella che noi 
chiamammo la coordinalo, baricentrica (non omogenea). 



Esercizio 1. 'LvilLìvLJauil-l- i 



punti di ascisse 



Clulciilr.ve lo loto mutuo distante, 
scuno degli altri. 
Es. 2. La distanza, di due punii di coordinato baricentriehe (i 



rapporti dello distanze dei due primi da 

emegiuieeì : 



so d è la distanza dei due punti di riferimento, 

Es. 3. L'ascissa di un punto rispetto a un'origine e 
centrica del punto rispetto ai due punti A B sia r: indi 



r + 1 



l di quieto curili il ale è c-pre^a 
o funzioni di 1" grado dcll'r.ltni 



Queste formole ci danno la coordinata baricentrica « 
questa in funzione di quella. Como si vedo, ciascui 
da un fratto, in cui numeratore e denominatore so 
coordinata. 

Es. 4. Supposto date lo coordinate b&rioentriohe di due punti A' B' rispetto ai 
due punti A B, esprimere la coordinata baricentrica r di un punto qualunque ri- 
spetto a A e B, mediante la coordinata baricentrica r' dello stesso punto rispetto 
a A' B'; in altri termini trovare la l'orinola clic serve liei passaggio da un sistema di 
coordinate bariceli tri clic a un altro. Si troverà, die anche questa forinola presentai! 
carattere notato in quelle del.i'os. :'. 

Es. 5. In una retta il baricentro di più punti dati <' quel punti, le cui distanze 
da* punti dati moltiplicato po' rispettivi pesi ilànno una semina nulla. 
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Gruppi armonici di punti. 



§ 6. Siano ABC tre punti della vetta, e aia AC : CB = r. Consi- 
deriamo il punto D per cui AD : DB = — r. Se il punto C cade nel 
segmento compreso fra A e 
A M C B~ D B, allora D cade fuori di 

esso, e viceversa. I due 
punti C D sì trovano sempre da una stessa bandii dal punto il medio 
fra A e B. Ad ogni posizione del punto C ne corrisponde una di D. 
e viceversa; se muovendosi C e quindi 1>, il punto C viene nella 
posizione prima occupata da D, il punto D andrà nella posizione 
prima occupata da C. La corrispondenza tra C e D è dunque uni- 
voca e reciproca. Due punti corrispondenti diconsi perciò conUujaii. 
In particolare: se C cade in A, anche D cade in A ; se C cade in B. 
anche D cade in B; se C cade in M, D va all'infinito. 
Per ipotesi 

AC AD 



1.1.1 




('] 


e quindi 






CB 


DB AB - 


-AC 



_ AD — AB AB _ _ _ AB 
AC ~ AD ' AC ~ AD 'AC AD ' 

ossìa 

121 -1 - ! - 1 - 1 

1 J AC AB ~~ AB AD ■ 

altrimenti : se x x' x" x'" sono le ascisse di A B C D rispetto 
a un'origine 0, si ha 

ora se si sceglie A per origine, w è zero e si ha 
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— = — +- — = 



relazione che non differisce dalia [2]. 

La [2] ei mostra che ì valori inversi di AC AB AD sono in pro- 
creinone aritmetica: dunque AC AB AD sono in progressione ar- 
monica (*}, ossia AB è medio armonico fra AC e AD. Perciò i due 
punti C D si dicono coniugati armonici rispetto ad A e B. 

Viceversa, A e B sono coniugati armonici rispetto a C e D ; perchè 
la [1] dà 

CA CB 



ovvero anche perchè si ha per ipotesi (con un'origine qualunque) 
x -j- fa? = (14- r W i ® — **<#' — (1 — r W i 



1+m 

„ 1 — r ,„ 

._ (l + r) 3 :-'-{l -r) S: '-_ X l+r X 

^ — 2r " — . 1— t ' 

1 1+r 

le quali provano che A e B sono coniugati armonici rispetto a C 
e D, e che inoltre 



{*) In generalo: più iiumevi diconsi in ■proyri-'sùììi'- urm'iuir-'i unando i loro inversi 
sono in progressione ;irìi.ine;.ìc;"t. Questa ilirnominaz-itmo fu originata dal fatto, che le 
lunghezze di tre eohle sonori?, «lie dinnu ['Luvjordo pcrMI» (h-mi-soL stanno tra loro 



,GoosIe 



Si dice anche che le due coppie di punti AB, C» formano un 
gruppo armonico di punti. 
Dalla [2] si deduce 

W AB = IC + AD ' 

teorema di Mac-Làcbin. 
La [1] può scriversi 

MC — MA _ HA— M» 

MB — MC ~~ MB — MB ' 

onde togliendo i fratti e ricordando che MB — — . MA, 
[4] MC.M» = MA 2 . 

Od altrimenti: se si sceglie per origine M, si ha x = — se', e però 
,, __ 1 — r .„_ 1 +r 

onde x"x"' = ;c 5 , 

che non differisce dalla [4]. 

Doppio rapporto di quattro punti. 

§ 7. Siano ABC quattro punti di una retta. Si formi il rap- 
porto „7, delle distanze (prese coi debiti segni} dei due primi dai 
terzo , e il rapporto ^r. delle distanze dei due primi dal quarto: il 
rapporto fra questi due rapporti ^ : =■-= si dirà doppio rapporto 
dei quattro punti A B B (denominazione introdotta dal Mobius 
ed usata in seguito da tutti i geometri tedeschi), e s'indicherà col 
simbolo (ABC») ; sicché 

(ABC») — BO ' 5» ~ ADTBC ' 
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Il doppio rapporto di quattro punti dipende dal loro ordine. Ma, 
sebbene le permutazioni di quattro punti siano 24, i doppi rapporti 
che ad esse corrispondono non sono tutti differenti. Infatti l' espres- 
sione tw—«p non si altera se si scambiano contemporaneamente 
due punti e gli altri due, cioè A con B e C con 1», ovvero A con C 
e B con B, ovvero A con D e B con C; onde 

(ABCD] = (BADO) = (CBAB) — (DCBA) ; 

ossia: un doppio rapporto di quattro punti non si altera se sì 
scambiano due punti fra loro e gli altri due fra loro. 

Con uno di tali doppi scambi si può portare in primo posto quel 
punto che si vuole, p. e. A, senz'alterare il valore del doppio rap- 
porto; e però siamo ridotti a considerare i seguenti sei doppi rap- 
porti : 

(ABCD) , (ACBB) , (ADBC) , (ABBC) , (ACBB) , (ADCB). 

Dal 1" si deducono il 2° e il 3° lasciando ferma la lettera A e 
permutando circolarmente B C 1>; e dai primi tre si deducono gli 
altri tre scambiandovi le due ultime lettere. 

Tra questi sei doppi rapporti passano ancora delle relazioni. In- 
fatti è evidente che 

(ABCD|.(ACBD) = 1 , 

ossia: due doppi rapporti differenti par l'ordine dei due ultimi 
punti (o.dei due primi) danno per prodotto 1. 

(ACDB).(ACBI>) = 1, (ADBC).(ADCB) = 

Inoltre dalla (g 3) 

AB.OB -f- ACBB -f AB.BC = 

dividendo per — AB.BC sì ha 

ACB B , ABJÌ5L _ 1 — o 

AB.BC "I AB.CB ~ ' 

(ABCD)4-(A0BD) = 1, 
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ossìa: due doppi rapporti. differenti per l'ordine del secondo e terzo 
punto (o del primo e quarto) danno per somma 1 . Analogamente 

(ACDB) + (ADCB) = 1, (ADBC) + (ABDC) = 1 . 

Queste sei relazioni sono più che sufficienti a mostrare che i va- 
lori dei sei dopp* rapporti dipendono da un solo di essi. 
P. e., se poniamo 

(ABC») = p , 
abbiamo successivamente 

(ABDC) = — , 

(ACBD) = 1 — p , (ACDB) = =-Ì- , 



§ 8. Consideriamo alcuni casi particolari notevoli. 

Se p = 0, abbiamo AC.BD = 0, onde AC = o BD = 0. I sei 

doppi rapporti divengono 

(ABCO) = ± , (ABDC) = ± 00 , 

(ACBD) = 1 , (ACDB) = 1 , 

(ADBC) = =F CO , (ADCB) = + 0, 

vale a dire : se uno dei sei doppi rapporti diviene 0, o oo, o 1, al- 
lora due divengono 0, due oo, due 1 ; e in questo caso due dei 
quattro punti coincidono. 

Se p = — 1 , si ha p= = — jjji , onde le coppie AB, CD sono ar- 
moniche. Attualmente 

{ABC») = — 1 , (ABDC) = — 1 , 
(ACBD) =2, (AC»B) = i-, 
(ADBC) = 2 , (ADCB) = -i- ; 
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onde se uno dei sei doppi rapporti vale — 1, o 2, o £ , allora due 
valgono — 1, due 2 e due |; e i quattro punti {in un certo or- 
dine) formano un gruppo armonico. Ti doppio rapporto nel caso 
dell'armonia acquista il valore particolare - 1, o 2, o J ; e perciò 
in generale si suole anche chiamarlo rapporto anarmonìco (deno- 
minazione introdotta dallo Chasles nel suo importantissimo Apergu 
hislorique, 1837, e poi usata dai geometri francesi e da molti ita- 
liani e inglesi). 

I sei rapporti anarmonici sono in generale diseguali. Infatti: sup- 
ponendo p = — , onde p 5 = 1 , p = ± 1, ricadiamo nei due casi 
ora trattati ; così pure supponendo p = 1 — p , onde p = \ ; ov- 
vero supponendo p = — j^ -. , onde p (p — 2) = 0, e quindi p — 
oppure p = 2. Se fosse p = 7 — - , onde 



sarebbe pure p — ; e dei sei rapporti anarmonici tre varreb- 
bero ■ p *~ - - e gli altri tre —^ — . Ma essendo questi valori 

immaginari, non esistono quattro punti reali .soddisfacenti alla sup- 
posta condizione. 

Se I> va allontanandosi all'infinito sulla retta nella direzione po- 
sitiva o negativa, il fratto ™ tende a 1, e però (AJ5CD) tende ai 
limite ' ^ . Ciò si esprime scrivendo 

(BACco) = ^ , 

Dunque: il doppio rapporto di quattro punti, di cui uno all'infinito, 
si ottiene dall'espressione generale del doppio rapporto cancellando 
i due fattori in cui figura il punto all'infinito. 

% 9. Se co co' ce" co'" sono le ascisse di quattro punti ABCD 
riferiti a un'origine 0, la formola ohe esprime il doppio rapporto 

E. D'Ovidio — ffor.-.is ^ioiy.errich'j fondamentali. t 
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{ABCD) può scriversi 



Questa espressione può bene chiamarsi doppio rapporto o rapporto 
/inarmonico dei quattro numeri x x' X" x"' , e indicarsi con 
[X x' x" x'") . È chiaro che quattro numeri daranno allora 24 doppi 
rapporti, che si riducono a tre coi loro inversi, e che sono legati 
dalle stesse relazioni che quelli di quattro punti. 

Fissati in una retta tre punti ABC, ogni altro punto D della 
retta fa con essi in un ordine assegnato un doppio rapporto affatto 
determinato. Così: se D cade in A, o in B, o in C, o all'infinito, 
(ABCD) diviene risp. ± CO, ±0, 1, ^, . Viceversa: fìssati i tre 
punti ABC, ad ogni valore assegnato del doppio rapporto (ABCD) 
corrisponde una posizione di B ; poiché, dati A B C e dato (ABCD), è 
determinato il rapporto j™ ; od anche perchè, uguagliando la fra- 
zione (;r x' x" x'") a un numero dato, si ha un'equazione di 1" grado 
in x"\ e quindi un valore di x"'. Lo stesso vale per gli altri doppi 
rapporti dei punti ABCD. Potremmo dunque assumere come coor- 
dinate dei punti della retta i doppi rapporti che essi determinano 
con tre punti fissi della retta in un ordine assegnato. 

Scelgasi come coordinata (ABCD), ossia ^ : ~- . Il numero -gv,- 
(positivo o negativo) è quello che misura la distanza Bl) riferita 
alla BC come unità, e ^ è il numero che misura la distanza AD 
riferita alla AC come unità; (ABCD) è il rapporto di questi due nu- 
meri. Diremo proiettiva questa coordinata, per ragioni che spie- 
gheremo in seguito. I punti A e B hanno per coordinate co e 0, e 
ai dicono fondamentali ; il punto C ha per coordinata 1, e si dice 
punto unità. 

Se supponiamo che A sia il punto all'infinito della retta; allora 

(ABCD) diviene ^, , e non è che l'ascissa del punto B rispetto all'ori- 
gine B quando si prenda BC come unità lineare. Dunque: l'ascissa 
di un punto R non è che il doppio rapporto del punto origine e del 
punto all'infinito col punto da determinarsi e col punto a distanza 
1 dall'origine. 
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— 19 — 

Se invece supponiamo che C sia medio fra i punti fondamentali 
A e B ; allora BC = — AC, e (ABC1>) diviene |5 ] c j è la coordi- 
nata baricentrica r del § 4 rispetto a B e A. 

Si vede dunque che le coordinate projettive comprendono come 
casi particolari le due specie di coordinate prima incontrate, cioè le 
ascisse e le coordinate barieentriche. 

La teoria de' doppi rapporti è dovuta a MÒbius e Chasles; ma 
di essi e de' gruppi armonici si trova fatto uso fino in Pappo {Col- 
lezioni matematiche), e poi in Desargdes e altri. 

Il concetto delle coordinate projettive, suggerito da Staudt (Bei- 
tràge 1858), fu sviluppato da Fiedler (Darstellende Geometrìe). 

Esercizio 1. Calcolare i (loppi rapporti di quattro ira' punti dell'es. 1 § 5, 
Es. 2. Il doppio rapporto ili quattro plinti .li coordinato km e i'n tri eh e r r' r" r'" è 
(rr'r"r"'), come in coordinate cartesiane. 

Es. 3. La distanza di. due punti di coordinate proiettive p p' è 

à* r , f w*!'x . , ore «= AB , w = ^ . 
(p+ uj)(p' + w) CB 

Es. 4. Il doppio rapporto di quattro punti dì coordinalo proiettive p p' p" p'" ì: 
<P P'pV")- 

Es. 5. Sia x l'ascissa di un punto rispetto a un'origine 0, e p la coordinata pro- 
iettiva dello stesso punto ri spetto a tre punii A 11 C : sarà (indicando con a l'ascissa 
di A, e con d, w le stesse quantità dell'es. 3.) : 

_ w ( a + d -x) ap + (a + <l) « 

p - •_« ' * - — + u, 

Es. 6. Lo frazioni 

(p' - p + !)■ 



P'(P-I)' ' (P + 1)'(P-2)'C8P-H' 

fra i doppi rapporti di quattro 
quello denotato da p. 

Punti di una retta 
determinati mediante equazioni. 

§ 10. Sia data un'equazione di 1" grado (lineare) ia x, a e 
cienti reali: 

ax + b = 0. 
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Essa è soddisfatta dall'unico valore x = . Se dunque x si 

riguarda come ascissa su una data retta, e rispetto a una data ori- 
gine e ad una assegnata direzione positiva; allora l'equazione in- 
dividua quel punto della retta che ha quel valore di x per ascissa. 
Il punto è l'orìgine se b — (oppure a — co), è il punto all'infi- 
nito se a diviene zero (oppure & diviene co) ; ma non è più determi- 
nato se a e b si annullano insieme (o divengono entrambi infiniti) 
senza variare insieme secondo una legge determinata. 

Sia data un'equazione di 2° grado [quadratica) in x, a codììi-ionU 
reali : 

ax 1 -\-bx -\- e = 0. 

Essa è soddisfatta da due valori di x (radici dell'equazione) : 



X. = 7! , x, = — — — s- ■ . 

1 La La 

Se b 2 — 4ac > 0, le due radici sono reali e distinte ; e però, con- 
siderando x come ascissa su una data retta e rispetto a una data 
origine e ad una data direzione positiva, l'equazione determina due 
punti della retta. 

Se ìf- — 4ac = u, le due radici sono reali ed eguali, e i due 
punti coincidono; ma non diremo che l'equazione individua un sol 
punto, per non confondere questo col caso dell'equazione dì 1° grado. 

Se-&* — iao < 0, le due radici sono immaginarie (complesse- 
coniugate}, e non determinano sulla data retta alcun punto; 
poiché i punti della retta corrispondono ad ascisse reali, cioè for- 
mano una serie di punti reali. Però, come si considerano in algebra 
le quantità immaginarie, così noi diremo che un numero immagi- 
nario è ascissa di un punto immaginario. Quindi nel nostro caso 
le radici immaginarie dell'equazione quadratica saranno ascisse di 
due punti immaginari [coniugati) rappresentati da quell'equazione. 

Sicché potremo conchiudere che la nostra equazione quadratica 
rappresenta sempre una coppia di punti (reali e distìnti, o reali e 
coincidenti, o immaginari). 

Le forinole esposte nelle pagine precedenti noi le applicheremo 
anche ad ascisse co' x . . . di cui alcune o tutte siano immaginarie; 
ed estenderemo ai punti immaginari le nozioni di distanza, rapporto 
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di distanze, doppio rapporto, ecc. La distanza di due punti imjrmgi- 
nart sarà definita dalla formola ss' —ss, e sarà in generale immagi- 
naria, in casi particolari reale ; il rapporto delle distanze dì un punto 

da altri due sarà definito da ,,_ ■- , ; il doppio rapporto di quattro 



Il punto medio fra' due punti determinati dalla equazione qua- 
dratica aa? -\- ì)x -j- e =0 sarà sempre reale, anche se questi sono 
immaginari; poiché l'ascissa del punto medio è ' y --- ossia — =j- , 
che è sempre reale. Ed è pure reale il prodotto delle distanze dei due 
punti da un punto reale qualunque della retta, p. e., il prodotto delle 
loro ascisse; poiché si ha a;,ic s = — , che è reale anche se i due 
punti sono immaginari. 

Notiamo che : se e = si ha ss, = 0, a> t = ■ , e uno dei due 

punti è l'origine ; se b = 0, ee t = — ce, = y — - , e i due punti 
sono simmetrici rispetto all'origine (anche se immaginari) ; se 
&=:0ec — 0, a;, ;=<£,, = 0, ei due punti coincidono con l'origine. 
Se a tende a zero, ss, cresce indefinitamente in valor assoluto, 

mentre a;, tende a — y- come lìmite; onde per « = un punto va 
all'infinito e l'altro no. Se anche b va a zero, anche l'altro punto 
va all'infinito, e però coincide col primo. Ecc., ecc. 

In generale : se si ha un'equazione in x, algebrica di grado qua- 
lunque od anche trascendente ; allora scelta su una retta l'origine e 
la direzione positiva e considerata x come ascissa, ogni radice 
reale dell'equazione individua sulla retta un punto reale, ed ogni 
radice immaginaria un punto immaginario; sicché sulla retta si 
avrà un gruppo discreto di punti, che rappresenterà geometrica- 
mente quell'equazione ed avrà per rappresentazione analitica la 
equazione stessa. 

Esercizio 1. Applicare lo cose esposte al caso che le x siano coordinate bariccn- 
triehe o proiettive. 

Es. 2. Se a,X + h = , a' za + b' = sono le eqi.ui.iioni di i\v. punti della retta, 
l'equazione di un altro punti! iiuiLlunquo della reità potrà scriversi 

\(uw + b)+ i x(a'x + V) = l 
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essendo X : )j. un parametro arbitrario. Hi può dunque assumere \ : fi tome coordinata 
delpuntn corrisponde r\U\ Mostrare che questui una, coordinata proiettiva. 

Es. 3. Indichi p un doppio rapporto delle due coppi» di punti date dalle equazioni 

««* + &* + e = 0, a'x a + b'x + e' = 0. 

Se &' %'' soli:; lo radici della prima, e x t .s.> quello dolla seconda, si ha 

p + 1 _ 2 ate" + 2 aysg —(a' + x") (x, + a; 8 ) _ lac' + 2 p/e - -66' 

p — 1 ~ (as' — a") («, — Wj) ~~ i/(6"_4ac)(6' ! — 4 a' e') " 

Le due coppie sono armoniche (p = — 1) se 2 ae' + 2 a ' e — *&' = 0. Hanno un punto 
comune (pvalcOoCO) se (6 S — iae)(b' s — 4o'c') — (2 no' + 2o'c — M>f = 0. 



Punteggiate omografiche su due rette. 



| 11. Sia a? l'ascissa di un punto di una retta riferito a una certa 
orìgine 0, e y l'ascissa di un punto di un'altra retta riferito a una 
certa origine. Poniamo un'equazione di 1" grado così in x come 
in y (btlineare), ed a cofficienti reali : la sua forma più. generale è 



[il 



a x y -{-b x -\- e y -\- d — 



e se ne ricava 



h „■: + d 



cy + d 



Ad ogni valore che si dia a x corrisponde un valore dì y, e ad ogni 
valore dì ;/ un valore di x ; dunque ai singoli punti A B C D . . . della 

prima punteg- 
j q ~~ a B C D~ giata corrispon- 

dono rispettiva- 
-- — ^_ mente singoli 

puntiA'B'C'»'... 
della seconda 
punteggiata, e vi- 
ceversa ; sicché 
" l'equazione [I]de- 
termina una corrispondenza univoca tra gli elementi delle due pun- 
teggiate. 
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Se per ce si prende un numero complesso, tale risulta anche y ; e 
viceversa ; sicché a punti immaginari di una punteggiata corrispon- 
dono punti immaginavi dell'altra. 

Per a? — si ha y = , e per y:=0sihaa? — — -r- : onde 

le origini delle due punteggiate non sono punti corrispondenti se 
non quando d = 0. Sia 0' il punto corrispondente a 0. 

" + i 

Essendo poi y==— , si vede che, crescendo x indefinita- 

niente, y tende a ■ ; dunque al punto all'infinito della prima 

punteggiata corrisponde un punto I' dì ascissa — — nella seconda. 
E similmente, al punto all'infinito della seconda punteggiata cor- 
risponde un punto J di ascissa — — nella prima. 1 due punti J e I' 
diconsi punti di fuga o limiti delle due punteggiate. 

Sarebbero corrispondenti i punti all'infinito delle due punteggiate, 
e quindi i punti limiti andrebbero entrambi all'infinito, se fosse 
a — (ma non 1) né e): allora la [1] darebbe \y -\-—\: x== , 

. . ,. (VA' 0'B' O'C , , ' . ,. b 

ossia ì rapporti ,- , , „.,- , . . . sarebbero tutti uguali a — — ; 

e però le due punteggiate sarebbero simili. 
Sarebbero poi congruenti od eguali, se fosse anche b — ±c. 



Nella [1] figurano quattro coefficienti ai) e d, non tutti nulli; ma 
potendosi essa dividere per uno de' coefficienti, è chiaro che basta 
conoscere i rapporti di tre de' coefficienti al rimanente, per scrivere 
l'equazione, e quindi determinare la corrispondenza che essa rap- 
presenta. 

Per esempio: la corrispondenza è determinata, se son dati ad ar- 
bitrio tre punti dell'una punteggiata e i loro corrispon denti nel- 
l'altra. Giacché , dette x, y, , x 2 y, , x s y s le coordinate di tali 
punti, dovremo avere 

ax,y, -\- bXi + cy t -f- d = 0, 

ax t y x -\- fc£ 2 -)- cy, -\- d = 0, 
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e queste equazioni individuano i rapporti di tre delle quantità 
ai) e d alla rimanente. 

Ad evitar ealcoli, osserviamo che queste tre equazioni con la [1] 
sono omogenee e lineari in ab ed, e devono coesistere per valori 
non tutti nulli di queste quantità; quindi la condizione 

xy x y 1 

x i y l x, y, 1 

®lVl #5 Vi 1 

aw» a>« fa i 

che (sviluppata secondo la prima orizzontale) è la equazione della 
corrispondenza. 

Essa si può anche considerare come la condizione perchè quattro 
punti dati dell'una punteggiata abbiano per corrispondenti quattro 
punti dati dell'altra, in una corrispondenza rappresentabile con una 
equazione bilìneare. 

§ 12. Due punteggiate legate da un'equazione bilineare [1] pre- 
sentano un'importante proprietà: cioè che il doppio rapporto di 
quattro punti qualunque dell'una è uguale al doppio rapporto dei 
quattro punti loro corrispondenti nell'altra. Infatti, se x x' x" x"' 
sono le ascisse di A B C 1), e y y' y" y'" le ascisse dei punti corri- 
spondenti A' B' C ©', si ha 



(ABCl>) - 



(»- 


*")(*■- 


■") 


A'B'C'D') — 


(y— y 1 
(y — $ 


w- 


(*» 


-•>(■'- 


a!')' 


)(»'- 


' = 


~ax + 


. 6a 


" + • 


-(«. 


+ e) (ai" + e) 


V' 


— V'" - 


(ad— ha) (a 

(«af + «)(«" 


-O 
" + ») 


ecc., 





'") . 



e però sostituendo nella espressione di (A'B'C'D') e riducendo, si 
ritrova (ABCD). 

Viceversa: dati tre punti ABC di una punteggiata, e scelti 
come corrispondenti ad essi in un'altra punteggiala tre punti 
arbitrari A'B'C; se a ciascun punto D dell'una si fa corrispon- 
dere nell'altra quel punto D' che fa il doppio rapporto (A'B'C'»') 
= (ABCD); questa corrispondens". sarà rappresentabile con una 
equazione bilineare fra le ascisse di due punti corrispondenti, e 
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quindi il doppio rapporto dì quadro punii qualunque dell'una 
punteggiata sarà eguale al 'loppio rapporto dei quattro punti 
corrispondenti nelV altra. Poiché l'eguaglianza dei due doppi rap- 
porti (ABCD), (A'B'C'IV), espressi nelle ascisse dei vari punti, conduce, 
facendo sparire i fratti, a un' equazione bilineare nelle ascisse di D 
e B'. 

Due punteggiate così corrispondenti si dicono omografiche 
(Cbasles) o collineari (MObjds). 

Se si scelgono i punti limiti J I' come origini di nuove ascisse X Y, 

abbiamo ce — X - ,y = Y ; e sostituendo nell'equazione 

della corrispondenza, essa si riduce alla forma assai semplice : 

!a quale dice che i prodotti JA.I'A', JB.I'B',, ... sono tutti 
eguali (a —5 — 1. 

Nei caso eccezionale ad — bc = 0, ad ogni valore di X (tranne 
X—0) corrisponde solo Y = 0, e ad ogni valore di Y (tranne K = 0) 
corrisponde X = ; vale a dire a tutti i punti della prima punteg- 
giata corrisponde uno stesso punto della seconda, e a tutti i punti 
della seconda uno stesso nella prima. È facile verificare che è questo 
l'unico caso in cui ciò avvenga. 

Esercizio 1. L'equa? i fine di una ooiTispondoiixa omografìe?, in coordinati 1 b;:rk:on- 
triche o prajotliva ò sempre bilinearo, e viceversa. 
Es. 2. L'equazione [2] può scriversi: (xx,x t x 3 ) = (y y^ìì/sj. 
Ea. 3. Se le duo punteggiate sono simili, la [2] si riduce a. 



i % Vi il 
(v — %) {y - y 2 ) — {x — k s ) (t/ — y,} = 0. 

Es. 4. Se ai punti ax -f b = , ex -f d = di una punteggiata corrispondono 
a'y'+ V = , tìy + A' — in una punteggiala omogr.-dioa, X- «iuuizìijjiì ni. uno p'.mti 
corrispondenti qualunque saranno 

X( m _|_ 6 ) + M (e + d) = 0, \'{a'y + 6') + p.' (c'y + J)= 0, 

dove il rapporto — - : — y 6 costante. 
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Punteggiate omografiche su una retta, 
Involuzione. 



§ 13. Supponiamo ora che le due punteggiate abbiano per so- 
stegno una stessa retta, e siano riferite a una stessa origine. Allora 
sussistono tutte le proprietà dianzi esposte, ma ne compajono pure 
delle nuove; ad esempio si può cercare se vi sono punti 1 che coin- 
cidano eoi loro corrispondenti. 

Per untai punto dev'essere y~x, e però la [1] diviene 

ax 2 -j- (b + e) x + d = 0. 

Quest'equazione di 2° grado porge per x due valori, e mostra che: 
per due punteggiate omografiche sulla slessa retta esistono due 
punti [reali e distinti, o reali e coincidenti, o immaginari coniu- 
gati), i quali hanno per corrispondenti sé slessi. 

Questi punti si dicono uniti, doppi-, tautologi, fuochi, ecc. 

Siano U V questi due punti : avremo dal teorema del § 12 

(ABUY) = (A'B'OY), 
onde segue 

AH AY __ BU . BV 
A'U : A'V — BU ' BT ' 
ossia 

(AÀ'UY) = (BB'CV) ; 

e però: in due punteggiate omografiche sulla slessa retta è co- 
stante adoppio rapporto di due punti corrispondenti Qualunque 
coi due punti uniti (reali o immaginarli. 

Se x' x" sono le ascisse dei punti uniti, questo doppio rapporto 
costante è 



- S — tt — ax ' + e _ c — h + l/(b + c)*- 



JV &'+- aa! " + c e — b — 1/(6 — cy~4ad ' 
Viceversa: ogni corrispondenza omografica tra i punti di u 



,GoosIe 



stessa retta è determinata dai due punti uniti e dal doppio rapporto 
costante che con questi fanno due punti corrispondenti qualunque; 
purché però quei due punti uniti non coincidano, cioè quel doppio 
rapporto non valga 1, vale a dire purché non sia 

(6 + e) 1 — 4 ad = 0. 

La corrispondenza omografica è reciproca , vale a dire che ai 
punti A'B' . . . considerati come appartenenti alla prima punteggiata 
corrispondono AB... nella seconda, quando (AA'UY) — (A'AUV) e 
quindi = ± 1. 

Se (AA'UV) = 1, allora (supposti, per la ragione dianzi detta, U 
e V distinti) dovrà A coincidere con A'; onde due punti corrispon- 
denti qualunque coincideranno, e le due punteggiate saranno 
identiche. 

Se invece (AA'UV) = — 1, le coppie AA' BB'... sono tutte armo- 
niche rispetto a U e T; e noi diremo con Desaegues che esse costi- 
tuiscono una involuzione {di 2" ordine o quadratica). 

I punti doppi W àeW in- __ 

voluzione possono essere B Ù B' M A V A 

reali o immaginari. 

Questo caso particolare del- 
l'omografia, cioè l'involuzione ""§ ~~jjr "~y[ jjj 5 J 
di due punteggiate sovrap- 
poste, è molto importante. Per esso i due punti limiti J I' coincidono 
in un punto 31, detto centro dell'involuzione; e si ha (§ 12) 

MA . MA' = MB . MB' = . . . =~MV* = ÌHV 2 , 

sicché M è il punto medio di UT. 

La condizione d'involuzione è manifestamente che la [1] non si 
alteri scambiando ce con y, ossia è b — e ; sicché l'equazione della 
involuzione è 

asey -j- b(x + y) -\- A = 0. 
Viceversa: so 

Aa? + Beo + C = 

è l'equazione di due punti di una data retta, su questa esìstono 
infiniti sistemi di due punteggiate in corrispondenza omografica, 
per cui quelli sono i due punti uniti ; e l'equazione di una qua- 
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lunque di queste corrispondenze è 

Axy + B'x + B"y +- G = 0, 
colta condizione B' + B" = B. 

Tra queste corrispondenze vi è una sola involuzione, e la sua equa- 
zione è 

Atcy-\~~{co-\-y) + C = 0. 

Date due coppie di punti di una involuzione, questa è determinata. 
Se a; l y, e x % y^ sono le coordinate delle due coppie date dell'invo- 
luzione 

axy -\- b (x + V) + & = 0, 

abbiamo «■#,#, -f- 6 (ìc, + y,} + d = 0, 

a# s v* + & («» +■ yJ + d — o ; 

se dunque x ey sono le coordinate di una coppia qualunque di punti 
dell'involuzione, dovranno coesistere queste tre ultime equazioni li- 
neari omogenee in ab d per valori non tutti nulli di ab d; e però 
avremo 

\ my x + y 11 
x t y t so, -\-y t 1—0 

1 ay/ t a? 2 -f- y, 1 I 

come equazione dell'involuzione. 

Qui ponendo y = x, si ha l'equazione di quei due punti, che sono 
armonici con due coppie date di punti x, y, e os t y % : 

x 1 2ìc 1 

<r,y, aj, + y, 1 

x ì y ì x % -j- y a \ 

ESEitcìziO 1. Per due punteggiai ■ oiHOy'ra fieli» vii una ivAtti le coppie l'J e UV 
hanno lo stesso punto medio. 

Bs. 2. Se ad A nella l 1 puulegjì'iata corvi sponde A 'nella '!■'. ad A' nella 1" A" 
nella '2-\ e così via, in ijaali tósi si ritorna al punto A? 

Es. 3. Se le due punteggiate sono simili, uno citi punti uniti è all'infinito. 

Es. 4. Date le equazioni di due cippi e di punti: 

oa? -(- fce -}- c = , a'a? -f b'x + e' = , 
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l'equazione di una coppia qualunque dell'involuzione da (s'io il::lcr minata può mettersi 
sotto la forma 

\(*E> + bx + e) + n (ft* + Vm + e') = 0, 

ove h : |i è un parametro arbitrario. 

Es. 5. L'equazione della co;i]ìia di punti 
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CAPITOLO II. 



Fascio eli rette. 



Angoli e anomalie. 

| 14. Sia S il centro di un fascio di rette in un piano Z, e siano 
ab due rette del fascio. La a può rotare intorno al punto S e nel 
piano X in due versi, l'uno opposto all'altro ; e precisamente, rispetto 
a un osservatore eretto sul piano da una data 
banda di questo coi piedi in S, la refi-mone 
può apparire procedente verso sinistra o 
verso destra. La a, rotando in un verso, 
viene a coincidere con b la prima volta 
dopo aver descritto un certo angolo (e il 
suo opposto al vertice). Rotando invece nel 
verso opposto, la a viene a coincidere con li 
la prima volta dopo aver descritto un altro angolo (e il suo opposto 
al vertice). 

Fissiamo nel fascio una retta o {origine), e scegliamo il verso in 
cui vogliamo che avvengano le rotazioni. Data una retta qualunque 
a del fascio, è noto l'angolo fra o ed a: cioè l'angolo, del quale 
rotando a partire da o e nel verso fissato , una retta del fascio 
giunge la prima volta in a ; ed è individuato il numero a, che mi- 
sura questo angolo riferito a un certo angolo scelto come unità; e 
se diciamo n il numero che misura l'angolo di due retti o piatto, 
il numero a è compreso fra o e it. Viceversa: dato un numero a 
compreso fra o e ir, è noto l'angolo che esso misura, ed è indivi- 
duata quella retta a che fa con © quest'angolo nel verso fissato. 
Onde il numero a si può assumere come coordinala della retta a, 
e dicesi anomalìa. 

Aggiungendo all'angolo considerato uno o più angoli piatti, si 
ottengono tutti gli infiniti angoli, dei quali rotando una retta nel 
verso fissato, essa va da o in a; vale a dire tutti gli infiniti angoli 
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delle due rette o a. Viceversa : due rette che faciano con o angoli 
differenti solo per multipli dì k, coincidono. Ne segue che, nel de- 
terminare una retta a del fascio mediante il numero a, si possono 
anche dare a questo numero valori maggiori di ir; ma allora ag- 
giungendo ad esso e sottraendo multipli di ir, s'individua sempre la 
stessa retta a. 

Se da a si sottrae un multiplo di ti maggiore di a, si ottiene come 
una delle misure dell'angolo un numero negativo; e l'interpreta- 
zione degli angoli mediante rotazioni di una retta del fascio mostra 
che questo numero negativo corrisponde ad una rotazione fatta per 
andare da o in a nel verso opposto a quello prima fissato; sicché si è 
condotti a considerare come positivi gli angoli descritti nel verso 
fissato, e come negativi quelli descritti nel verso opposto. 

Insomma: all'anomalia a si possono attribuire tutti i valori reali, 
positivi e negativi ; ma bisogna ricordare che essa può essere au- 
mentata o diminuita di un multiplo arbitrario di ti, senza che cessi 
d'individuare una stessa retta. 

Il fascio di rette è una forma geometrica di 1" specie e rientrante 
in sé stessa. 

Se in ciascuna retta del fascio si vuol distinguere una direzione 
positiva e una negativa; allora, per portare a coincidere la dire- 
zione positiva di una retta con la direzione opposta, occorre una ro- 
tazione di un angolo piatto o di un numero impari di tali angoli : 
e per portare a coincidere la direzione positiva dì una retta con sé 
stessa, occorre far rotare la retta di un numero pari (zero incluso) di 
angoli piatti. Quindi, per portare a coincidere la direzione positiva 
di una retta con la direzione positiva di un'altra, occorre un angolo, 
al quale è permesso di aggiungere, non più un angolo piatto, ma 
un intero giro, ovvero più giri ; e però il numero a può essere al- 
terato solo di un multiplo qualunque di 2tt. 

Indicheremo con ab uno qualunque dei numeri che misurano l'an- 
golo fra le direzioni positive di a e b. Sarà allora (*) 

al> -|- Ita = , ba = — ab, J 

ab -[- bc -{- ca = , ab = cb — ea, > (modulo 2tt) 
ab + be + ...-(- la = 0. ) 

(*) Il segno eh uni?!;» dui! nairiori du: io mia un unii courjriiewa, cioè che divisi 
per un numcivi iiss-junia-'u (iiiudul-.)) danni ri'sti ojuaii. 
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§ 15, Per mostrare la connessione fra la retta punteggiata e ii 
fascio di rette, consideriamo un fascio di centro 8 e di piano J., e 
in questo piano una retta 
r che non passi per S. Le 
rette a b e . . . del fascio 
secano r rispettivamente 
nei punti ABC. ... sicché 
ciascuna retta individua 
un punto e ciascun punto 
una retta; e quindi ogni 
sistema di coordinate per 
la punteggiata può servire 
pel fascio, e viceversa. 
Se una retta a rota in- 
torno a S in un dato verso fino a divenire parallela a r, il punto A si 
move sulla r in una certa direzione allontanandosi indefinitamente; 
e se a rota nel verso opposto fino a divenire nuovamente parallela 
ad r, A si move nella direzione opposta allontanandosi indefinita- 
mente. Il fatto: che dal punto S si può, condurre una sola parallela 
ar (postulato della geometrìa euclidea), concorda adunque con la 
nozione già introdotta dell'unico punto all'infinito su una retta, e 
ci permette di dire che una retta ha comune con ciascuna sua 
parallela il punto all'infinito, ovvero che un sistema di rette pa- 
rallele in un piano è un fascio col centro all'infinito (Desaegubs). 
L'angolo di due rette parallele è da ritenersi uguale a quello dì 
una retta con sé stessa, e quindi a zero o ad un angolo piatto. 

U E qui avvertiamo che, quando si ha 
:/* un sistema di rette parallele a li o . . . 
secate da una retta r nei punti ABC... 
allora, scelta la direzione positiva su a 
e posto che il segmento AA' sia posi- 
tivo, sceglieremo sulle ì> e . . . le dire- 
zioni positive in modo che i segmenti 
"positivi BB' CC . . . cadano da una 
stessa banda dì r. Per coordinate delle 
ateo... possono servire quelle dei 
punti ABC . . . della punteggiata r. 
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Projezioni centrali e parallele. 

§ 16. Quando si considerano (come nel § precedente) una retta 
punteggiata r ed un fascio qualunque di rette 8 nello stesso piano, 
si dice che la retta r seca il fascio ai»c . . . nella punteggiata ABC . . . 
e che il fascio projetta la punteggiata dal punto 8. 

Se L M N . . . sono punti qualunque del piano, e se le rette SL SSI 
SN . . . secano una retta r' nei punti 1/ M' H r . . ., questi si dicono le 
projezioni di I M N ... dal centro S sulla retta r'. Se un punto per- 
corre il segmento 131, la sua projezione percorre il segmento L'M', 
che diciamo proiezione di MI. Se un punto percorre la linea poligonale 
LM+I>IN + HP-j-PQ,la 
sua projezione percorre 
successivamente i seg- 
menti L'M' M'N' WB> 
P'Q' ; e se sulla r' si fissa 
una direzione positiva, 
la somma di questi seg- 
menti si denomina prò- 
jezionedi quella linea po- 
ligonale. Questa somma 
si riduce a L'(J' projezione 
del segmento EQ; e 
quindi la projezione non 
varia comunque si muti 
la linea poligonale considerata, purché i suoi due estremi L Q riman- 
gano fìssi. Dunque : con qualunque linea, sia retta sia poligonale, 
si vada da un punto a un altro, le projezioni di essa, fatte da 
uno stesso punto e su una stessa retta, sono uguali. 

In particolare: la projezione del perimetro di un polìgono è 
nulla. 

Se pei punti IMS... si tirano rette parallele a una retta a, le 
quali sechino una retta r' nei punti 1/ M' K' . . ., questi si dicono 
le projezioni di L IH N . . . sulla retta vf secondo la direzione a ; 
L'M' si dice la projezione del segmento LM, e così via. Onde possiamo 
. asserire : con qualunque linea, sia retta sia poligonale, si vada 
da un punto a un altro , le projezioni di essa , fatte secondo 

E D'Ovioio — Forine yeometriche fandariìwAatì. 3 
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una stessa direzione e su una stessa- retta (o su rette parallele) 
sono eguali. — La proiezione del perìmetro di un poligono, se- 
condo qualunque direzione e su qualunque retta, è nulla. 

Viceversa: se sono nulle le projezioni dì uria, linea poligonale 
qualunque, fatte secondo due direzioni diverse e su due rette qua- 
lunque (distinte o no), quella linea poligonale sarà chiusa; poiché 
i suoi due estremi si dovranno trovare nello stesso tempo su due 
rette parallele alle due direzioni considerate , e quindi coincide- 
ranno. In conseguenza sarà pure nulla la projezione della linea 
poligonale secondo un'altra direzione qualunque e su qualunque 
retta. 

È notevole il caso della projezione ortogonale o normale, cioè 
quando la projezione si fa secondo la direzione; perpendicolare alla 
retta su cui si projetta. 
Siano ABC... punti dì una retta r, A'B'C... le loro projezioni 
normali su un'altra retta r'; 
e sulle r r 1 siano scelte le di- 
rezioni positive: saranno tutti 
eguali (pel teorema di Talete) 

.. A*' A'C B'C 
i rapporti -^ , -^ , B( , , . . . 

anche nel segno. Il valor co- 
*-,?■ mune di questi rapporti non 

dipende che dall'angolo delle 
direzioni positive delle due rette r' r, e si definisce per coseno del- 
l'angolo stesso: coar'r; onde 




Alt 



= cos r'r, A'B' = AB cos r'r 



ovvero: se un segmento sì projella normalmente su una retta, 
il segmento projezione è uguale al segmento clip, sì projetta mol- 
tiplicato pel coseno delVangolo formato dalle direzioni positive 
delle due rette cui i segmenti appartengono. 



Funzioni goniometriche. 



§ 17. È facile vedere, chiamando a l'angolo r'r (e mutando il 
verso positivo degli angoli o quello della retta r F ), che si ha, qua- 
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— 35 - 
lunque sia a: 

cos(— ce) = cosa, cos(a -f- «) = — cosa, cos(a — ir) = — cosa. 
Inoltre, dando a r posizioni particolari rispetto a r', si ha 
COSO = 1 , COS-g- — , COSTT — — 1 , COS -g- — 0. 

Definendo per seno di un angolo il coseno del complemento a u: 
retto, ossia ponendo 



sen g — et — cosa, 

sen ( — a) = — sen a , sen (a -J- tt) ^= — sen a , sen (a — n) — — sen a , 

sen = 0, sen -„- = 1 , sen n — , sen '-h- = — 1 . 

Definendo per tangente di un angolo il rapporto del seno al co- 
seno, ossia ponendo 

abbiamo 

tg(— a) = — tga , tg(a + tt) = tga , tg(a — tt) = tga, 

tgO = 0,tgf =00, tgTr = 0, tg^ = co. 

Definendo per cotangente di un angolo la tangente del comple- 
mento a un retto, ossia ponendo 



cotct = tg(-| — a} , 



abbiamo 

eota = 
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Il coseno, il seno, la tangente e la cotangente diconsi funzioni 
goniometriche, poiché possono servire alla determinazione dell'an- 
golo. 

| 18. In un fascio di rette sia S il centro e siano al» due rette 
ortogonali, in modo che l'angolo generato dalla direzione positiva 
di a rotante intorno a S nel verso positivo sino a coincidere con 
"a direzione positiva ili a sia un retto: 

ab = -^- . Sia e un'altra retta del fa- 
scio, e poniamo l'angolo ae = a. Indi 
sulle a b e prendiamo i segmenti posi- 
tivi uguali Si SB SC, e precettiamo C 
ortogonalmente su a e b in D ed E. 
Per la definizione del coseno avremo: 



b e/ 

/ \ 



m s 



se ■ 



se 



IS(ilI) 



cosac = cosa, 
cos(^~ 



ossia per la definizione del seno 

Se AF normale ad a in A seca e in F, abhìamo 
E se BS normale aliinB seca e in G, abbiamo 

W m = m -<■) = «*»■ 

Se si sceglie come unità lineare SA = SB = SC, queste relazioni 
divengono 

SD — cosa, »C = sena, AF = tga , BS = cota; 

e così si ottiene una rappresentazione grafica delle funzioni go- 
niometriche. 
Anzi potremmo assumere come definizione delle funzioni gonio- 
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metriche questa rappresentazione, e ritrovare le varie relazioni s 
cerniate nel § precedente. P. e., si ha: 

cosa = EC = seni ^ — a] , 
sen a — SE = cos ( -S- — a j , 



AF T>C 



cota =tg[-a — a = 

V £ I sena 

o che la proiezione normale di SD -|- DC è eguale a quella 
di SC, e projettando su e, si ha 

SD cosca + DO cosci) = SC; 

e poiché SD = cos a , cos o& = cos a , DC = sen a , cos ci» = sen a, 
SC = 1, otteniamo la relazione 

[5] cos- a + sen5 et = 1. 

La figura mostra che: 
se a cresce da a ~ , cosa decresce da 1 a 0, e sena cresce da a 1, 
» » » » ~ » tt » » » » — 1 » decresce » 1 » 0, 

» » » »Tt»J >. cresce -1 » » » » 0—1, 
» » » »^»2tt » » »(i » 1 >• cresce — 1 » 0. 



Continuando a a crescere da 2tt a 4tt, da 4it a 6it . . . ., cosa e sena 
riprendono periorì icamenta irli stessi valori; poiché il coseno ed 
il seno di un angolo non mutano se questo si aumenta o si dimi- 
nuisce di un multiplo qualunque di 2it. 

Se a cresce da a ~ , tga cresce da a -{- co, e cota decresce 
da -[-co a 0. 
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Se a cresce da -^ a tt, tgct cresce da — co a 0, e cota decresce 
età a —co. 

Mentre a passa per -| , tga passa da + co a — co. Continuando 
a crescere a da tt a 2tt, da 2tt a 3tt , . . ., tga e cota riprendono pe- 
riodicamente gli stessi valori di prima; poiché la tangente e la 
cotangente di un angolo non mutano se questo si aumenta o si 
diminuisce di un multiplo qualunque di ti. 

Si sa che gli angoli al centro di un cerchio sono proporzionali 
agli archi compresi fra' loro lati. Questa proprietà si applica anche 
quando si tien conto dei segni degli angoli, purché si considerino 
sulla circonferenza archi positivi e archi negativi, convenendo che, 
mentre un raggio descrive un angolo positivo, il suo punto estremo 
descriva un arco positivo. Se inoltre si sceglie per arco unità quello 
che è compreso nell'unità angolare, allora uno stesso numero et mi- 
sura così un angolo come l'arco compreso nell'angolo. P. e., si può 
prendere per arco unità la 360 mi parte della circonferenza (questa 
unità si chiama grado , e si divide in 60 minuti 'primi, ognuno 
diviso in 60 minuti secondi, e così via): allora un angolo piatto è 
misurato dal numero 180 e un retto da 90, ossia ti = 180, ^- = 90. 

Se invece si prende per unità l'arco lungo quanto il raggio, allora 
(il rapporto costante della circonferenza al diametro essendo espresso 
da 3,141592 . . . ) sarà ti = 3,141592 . . . 

Il seno, il coseno, la tangente e la cotangente, potendosi adunque 
considerare come funzioni di un arco di circolo invece che di un 
angolo, si dicono anche funzioni circolari. 

I geometri greci, ver armoiri liutai' e la grandem degli angi.di al contro di un cir- 
colo da quella delle corde in ossi iscritte, rìferiroia, le corde al raggio e sue parti 
aliquote di 60 in 60, o calcolarono nua tavola contenente le Misuro delle cordo iscritte 
negli angoli progredienti di. mezzo in mozzo grado da a 180 {Tolomeo seU' Alma- 
gesto, verso l'anno 125). 

Aìbatenio (circa il 900) ed altri astronomi lilmIjì considerarono ;ioi invece la racla 
degli angoli e delle curdo, cioè gli angoli e i loro seni. 

Seno viene dal latino siiius, traduzione di un Lnuino usato da^li arabi. Coseno ~ 
cosiwws — complementi finita. Tanynde e '.■M-mtfjmU'. so.no don ari i hi azioni introdotte 
da Fink (Geometria rotwuU 1583). 

Le tavolo oggi in uso contengono i logaritmi con ."? e pili decimali dei seni, coseni, 
tangenti e cotangeui i dogli angoli da a. 45 gradi ; il ohe basta. In <ì nelle del Bruhns 
gli angeli orogrouLSCono per diecine di ascondi, e nei primi 6 gradi per secondi. 
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Delle funzioni goni onici ridi e molto ti giova l;i Trif/Oiioniflria; la quale insegna 
specialmente a r i-soit.tr t ì t rianimili., ossia a calo 'lare le misure ili tutti gli elementi 
di un triangolo piano o sferico, date tee «li esse (incluso almeno un lato, se il trian- 
golo è piano). 

Esercizio 1. Dimostrare le seguenti relazioni, tonilo ragione del doppio segno: 



E". 2. Dimostrare r-li o 



ir = — 1 + ]/5 it _ l/lO jf2j/5 

Sen 10 4 ' WS 10 — " 4 

secaHie di un angolo ii valore inverso del s 

ponendo seea = — ■> si ha seca = $F. 

CofX'tiilc di un anp:b e la secante del e '..'lodili! mento iti fjuesto a 



.«=±y 


I — cos'a , 
1 


,»„: 


±1/1- 

-±yfl 




± 


yi+tg-n 


-tgV 












sen-j = o 


i — 2 ' 


%V 


= cot x= 


1; 


« 


li 1 


1t 


• 


VI 



Trigonometria piana. 



§ 19. Le [1], [2], [3], [4] del § 18 sono relazioni fra' lati e gli 
angoli dì un triangolo rettangolo SDC. La [1], ossia SD = SCcosa, 
dice: un cateto è uguale all'ipotenusa moltiplicata pel coseno del- 
V angolo compreso. La [2], ossia DC = SCsena, dice: un cateto è 
eguale all' ipotenusa moltiplicata pel seno dell'angolo opposto al 
cateto. La [3] e la [4] dicono: il rapporto dì due cateti è eguale alla 
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tangente dell'angolo opposto al primo, ovvero alta cotangente 
dell'angolo acuto adiacente al primo. 

Inoltre per la [5] si ha : SC 1 = SC* (oos*a -f senV) = SD 5 4- DC a , 
cioè il teorema di Pitagora. 

Siano ora a b e tre rette, che 
determinino un triangolo qua- 
lunque , e sulle quali siano 
fissate le direzioni positive. In- 
dichiamo con A B C i vertici del 
triangolo rispettivamente opposti 
• ai lati a b e. 

La proiezione ortogonale del 
perimetro BC -(- CA -|- AB su una retta qualunque r del piano è 
zero, e però 

[1] BCcosra 4- Clcosrb 4 ABcosrc =0. 

Facendo coincidere r con a I» e successivamente, si ha 

[ BC -f- CA cosai» 4- AB cosac = , 
[2] 1 BCcoslba4-CA4 ABcosbc^O, 

( BC cosca 4- CA coscb 4- AB = . 
Queste, moltiplicate per — BC CA AB e sommate, danno 
[3] BC a = CA 1 4- AB' + 2CA.ABcosbc; 

e similmente si ha 

CA 2 = AB 1 4- BC 3 4- 2AB.BC cosca , 
AB 3 =BC s 4-CA 5 4-2BC.CAcosab . 
Se r' è normale a r e rr' = — -, proiettando su r' si ha 
BC cos r'a 4- CA cos r'b 4" AB cos r'c — ; 

e poiché r r * = r» — rr' = ra 5" > - ■ ■> risulta 

|~4] BC sen ra 4- CA seurb 4- AB senrc = 0. 

Facendo coincidere r con a b e successivamente, si ha 
CA sen ab 4- AB sen ac = . 
BC senba + AB sen l»c — , 
BC sen ca 4- CA sen cb = , 
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ovvero 

[5] BC : CA : AB = sentoc : sen ca : sen ab. 

In tutte queste relazioni si può supporre che le direzioni positive 
di a b e siano scelte in modo che ì segmenti BC CA AB siano posi- 
tivi; sicché bc ca al> saranno gli angoli esterni del triangolo, ed 
avranno i seni eguali a quelli degli angoli interni e i coseni eguali 
e di segno contrario. Allora le [3] e [51 si potranno enunciare cos'i : 

il quadrato di un lato di un triangolo qualunque è eguale 
alla somma dei quadrati degli altri due lati, meno il doppio pro- 
dotto di questi due tati pel coseno dell' angolo compreso fra essi ; 

i lati dì un triangolo sono proporzionali ai seni degli angoli 



§ 20. Dalle formole del § precedente sì possono trarre varie re- 
lazioni importanti tra le funzioni goniometriche di certi angoli. 
Anzitutto le [2] essendo lineari'omogenee in BC CA AB, e verifican- 
dosi per valori non tutti nulli di queste, dovrà essere 
] cosab cosac 

[6] cosba 1 cosbe =0: 

eosca cosci) 1 
relazione fra gli angoli che tre rette qualunque di un piano fanno 
a due a due, e che si può anche scrivere: 

1 — cosche — cos 3 ea — cos a ab -f~ 2cosbe cosca cosai» = 
ovvero 

[7] serial» — cos^ac -f- cos'bo — 2 cosac cosbe cosab. 

Se poi nelle [1] e |4] sostituiamo (il che è lecito} a BC CA AB le 
quantità proporzionali senbc senca sen ab, abbiamo 

[8] cosra senbc -j- cosrto senca -j- cosrc senato = 0, 
[9] sen ra sentoc -j- senrb senca + sen re sen ab — 0. 

Queste due relazioni legano gli angoli di quattro rette qualunque 
a b e r del piano ; le quali rette si possono anche supporre passanti 
per un punto, poiehi' gli nugoli non si alterano se alle rette si so- 
stituiscono delle loro parallele. 
In particolare : facendo coincidere r con e, la [8] diviene 

cosca senbc + coscb senca + senato = 0, 
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e poiché ab = ac -j- cb : 

sen(ac -4- eh) = senac coscb -j- cosac sencb. 

Or qui ae e c!> sono angoli qualunque: scrìvendo invece aep, ab- 
biamo l'importante relazione: 

[10] sen (a -f P) = sena cosfi + cosa sen fS. 

Mutando fi in — p essa diventa 

[11] sen(a — f3) = sena cos(5 — cosa senfì. 

e qui mutando a in -^ — a otteniamo 

[12] cos(a -(- P) = cosa cosfì — sena sen fi , 

e qui mutando (3 in — p : 

[13] cosfa — fi) = cosa cosfi + sena senfì. 

Queste forinole sono fondamentali per la teoria delle funzioni go- 
niometrìche. 

Ma senza stare a svolgere qui tutta questa teoria e la trigono- 
metria, noteremo solo la relazione seguente , che si ottiene appli- 
cando le [10] e [11]: 



[14] tg-a-+;tgp = - 



-,,>,_ 



- iliiuustfan; lo scenditi religioni 

■HI + co. f = 2 a» { („ + fi «. K« - B , 

co. a -co.B = -2»n|(« + p)..nl(„~f), 
„[«4-«l- 5&+ÌSÌ w. , _ tgq— tgB 



. = ± /^=.-«.= ±^ 
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Doppio rapporto di quattro rette. 



§21. Siano a b e . . . rette dì un fascio S, e una retta r le sechi 
in A B C ... Se o è la retta del fascio normale a r (in 0) e sì fis- 
sano convenientemente i versi positivi pel fascio S e per la punteg- 
giata r, si avrà, anche nel segno: 

OA . = SOtgoa , OH — SOtgob , OC = SOtgoe, . . .; 

sicché per coordinate delle rette a b e . . . sì possono assumere tgoa 
tgoli tgoc. .. 
Dalle relazioni precedenti si trae 



ma per la [14] del § precedente : 

senfoc— oa) senac 

6 6 eosoecosoa cosoccosoa ' 

sencb 

tgot» — tgoc = CMOb C030C ; 

dunque 

|-.-. AC senac cosob 

Alla stessa relazione si giunge osservando che nei triangoli SAC 
SBC si ha 



onde 

.™ AC seaac senrb 

' J CB "sencb ' senra ' 

Essa prova else, se a b sono due rette fisse qualunque del fascio, 
dato il rapporto B ~-' ult ' , è nato '„.' e quindi C e quindi e. E precisa- 
mente : se e cade su a, il rapporto è ± ; se o cade su b il rapporto 
è ± co ; se e biseca l'angolo ab, il rapporto è 1 ; se e biseca l'angolo 
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adiacente, il rapporto è — 1. Il rapporto =- si può dunqui 

come coordinata della retta e del fascio riferita a due rette fisse 
a b del fascio. (Scegliendo per rette fisse o e la sua normale, si 
ricade in tgoc come coordinata di e). 

Allo stesso risultato si può giungere indipendentemente dalla con- 
siderazione dì una punteggiata. È già chiaro che, data la retta e, 

il rapporto j- sarà pure dato. Inversamente : supponiamo che sia 

dato questo rapporto e valga r; allora 

: .'.",',' = r, ovvero rsen{ali — ac) = senac, 

rsenabeosac — rcosal» senac =x senac, 
rsenab = (rcosab -}- l)tgac, 
ossia 

ed analogamente si troverebbe tg cb = - ■ ■ - . 

Quindi, dato r, è determinata tgae (oppure tgcb), e in conseguenza 
anche la retta e. 

Abbiamo per la |1] o per la [2]: 



(ABCD) = 



BC " BD senili- ' senM ' 



Questo risultato è indipendente dalla posizione di r e dipende solo 
dagli angoli fra a b e A. Dunque possiamo enunciare il seguente 
teorema, che trovasi già in Pappo : quattro rette di un fascio sono 
secate da una retta qualunque in punti, il cui doppio rapporto 
rimane costante mentre questa retta muta posizione. 

Esso si definisce per (loppio rapporto (o rapporto anarmonieo) 
delle quattro rette del fascio, e si rappresenta con (abed); sicché: 

, . .. senac senai 

Quattro rette di un fascio forniscono 24 doppi rapporti, che si ri- 
ducono a soli 6 distinti, fra' quali passano le stesse relazioni esposte 
pei doppi rapporti di quattro punti. 
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Se (abeti) = — 1, si dice che le quattro rette formano un gruppo 
armonico , ossia che le due coppie al» ed sono armoniche- Date a 
e l>, ad ogni posizione di e corrisponde una coniugata armonica d, 
e a d corrisponde o. 

Se e biseca l'angolo ab, d biseca l'angolo adiacente. Oltre queste 
bisettrici non vi sono altre rette coniugate armoniche ed ortogonali; 

poiché se ed — T , si ha (aljod) = ^^ : ^^ = ^ ; e quindi , 

se (afocd) = — 1, si ha tgae = — tglie, onde ac = — bo. 

Date tre rette a b e di un fascio, sarà individuata un'altra retta d 
del fascio, se è dato il doppio rapporto di essa con quelle tre in un 
ordine assegnato; e però questo doppio rapporto si può adoperare 
come coordinata della retta che individua, e dicesi allora coordi- 
nata projettiva. Essa comprende come caso particolare la coordinata 
S6 ^TT ' Dastatia ° supporre che e bisechi l'angolo ab. E quindi com- 
prende anche la coordinata costituita dalla tangente dell'angolo 
della retta con una retta fissa. 

Una volta scelto il sistema di coordinate per le rette di un fascio, 
un'equazione qualunque nella coordinata determina tante rette del 
fascio quante sono le sue radici reali. Però diremo che alle radici 
immaginarie corrispondono rette immaginarie. 

Due fasci di rette si dicono omografici o collineari, se a tre rette 
date a b e dell'uno si fanno corrispondere tre rette date a' b' e' del- 
l'altro, e aduna qualunque retta d del primo fascio quella retta d' 
del secondo che fa il doppio rapporto (a'b'c'd') = (abeti); in tale 
ipotesi il doppio rapporto di quattro rette qualunque dell'un fascio 
è eguale a quello delle rette corrispondenti dell'altro. 

Se due fasci omografici hanno io stesso sostegno (centro e piano), 
ammettono due rette urtile o doppie (reali o immaginarie), cioè due 
rette in ciascuna delle quali coincidono due rette corrispondenti. 
E due rette corrispondenti qualunque fanno con queste un doppio 
rapporto costante. 

Se inoltre la corrispondenza è reciproca, le coppie di rette corri- 
spondenti formano una involuzione quadratica. E due rette coniu- 
gate qualunque sono armoniche con le due rette doppie. 



,GoosIe 



Esercizio 1. So a b C soci retta di un fascio, '■'- -'. ' è- il rapporto delle distanze 

di ciascun punto di e da a e b. 

Es. 2. Il doppio rapporto di quattro rette di coordinate proiettive p p' p' r p"' e 
(p p' p" p'"). 

Es. 8. Se (abed) = — 1, si ha - — - = - 1- - — T ; e so inoltre in biseca l'an- 

v ' tgab tgac tgau 

golo ab, si ha tg°-ma= tgme tgmd. 

Es. 4. Scelti ad arbitrio uno sistemi di coordinato proiettivo por due fasci dì rette 
in omografia, questi ò espressa ili* uii'equiizìonr bilii'eave tra le coordinate di due 
rette corrispondenti. Viceversa: ogni oqnazieiic biliiieiiro tra- coordinate precettive di 
due rette di dee fasci stabilisco una corri sponde ma oinograiica tra' due fasci. 

Es. 5. Se aa' bl)' ce' . . . seno coppiedi rette in involuzione, > si sto in questa ge- 
ueralmtuie mia sala eoppia composta di ivi. le ortogonali; e dicendo tu una di queste 
duo rette, si ha: 

tgmatgma' = tginb tgmV = tgmctginc' = - , . . 



Se nell'involuzione vi sono due coppie di rotte ortogonali, ogni coppia sì compone 
di rette ortogonali, cioè si ha un'involuzione di angoli retti. Lo retto 'doppie sono 
immaginarie. 

Se le rette doppie di un'involuzione seno ortogonali, due rette coniugate qualunque 
sono bisecate da esse, e si ha un'involuzione nim-!>tct-ricu od ortogonale. 
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CAPITOLO HI. 



Fascio eli piani. 



Diedri. Coordinate. 




§ 22. Sia s l'asse di un fascio di piani, e siano a p due piani del 
fascio. II piano a può rotare intorno ad s in due versi , l'uno op- 
posto all'altro; e precisamente, rispetto a un osservatore disteso 
lungo la retta s in modo che la direzione positiva 
di s sia quella dai piedi al capo, la rotazione può 
apparire procedente verso sinistra o verso destra. Ro- 
tando in un verso, a viene a coincidere con p dopo 
aver descritto un angolo diedro; ed è chiaro che si 
potrebbe assumere come coordinata di un piano qua- 
lunque a del fascio il numero che misura il diedro 
fra un piano fisso ui (origine) del fascio e il piano a, <, 
quando si sceglie un certo, diedro unità. Una volta 
assegnato il verso positivo, questo numero può rice- 
vere valori positivi e negativi qualunque; e non cessa di indivi- 
duare uno stesso piano quando gli sì aggiunge o toglie un multiplo 
del numero ir, che misura il diedro piatto. 

Su ciascun piano si suol distinguere una pagina positiva e una 
negativa, nel modo seguente. Un piano divide lo spazio in due re- 
gioni ; ora, se ad un osservatore che stia eretto coi piedi sul piano 
in una delle due regioni, una rotazione nel piano apparisce fatta 
in quel verso che si è assunto come positivo (§ 14), ad un osserva- 
tore eretto nell'altra regione la stessa rotazione apparirà fatta nel 
verso negativo; e noi diremo pagina positiva quella che è veduta 
dal primo osservatore, negativa quella che è veduta dal secondo. 
Quindi, dato un piano qualunque nello spazio, è pure data la sua 
pagina positiva (e quella negativa) se è dato il verso positivo delle 
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rotazioni fatte in quel piano; e viceversa, questo verso è dato quando 
è detto quale delle due pagine del piano sia la positiva. Sulle rette 
normali al piano prenderemo come direzioni positive quelle che 
progrediscono dal piano verso il primo osservatore. 

Se in ciascun piano di un fascio si distingue la pagina positiva 
dalla negativa, allora per portare a coincìdere una pagina con la 
opposta occorre una rotazione di un diedro piatto, e quindi al numero 
testé definito come coordinata di un piano del fascio si potrà aggiun- 
gere o togliere un multiplo qualunque di 2tt (mentre, se non si fa 
la distinzione delle pagine, si può aggiungere o togliere un mul- 
tiplo qualunque di tc> . 

Un fascio di piani a fì T ■ - ■ è secato da una retta r, che sia sghemba 
con l'asse s (*), in una punteggiata ABC ... ; ed ogni sistema di coor- 
dinate pei punti di questa può servire eome sistema di coordinate pei 
piani del fascio. Fra questi piani quello che è parallelo ad r corri- 
sponde al punto all'infinito di quella punteggiata. 

Deipari: un fascio di piani a f! r . . ■ è secato da un piano, che 
non passi per l'asse s, in un fascio di rette a t> e ... ; ed ogni si- 
stema di coordinate per questo fascio di rette può servire pel fascio 
di piani. In particolare: un piano normale ad s seca in un fascio 
di rette, i cui angoli sono proporzionali a' diedri fra' piani corrispon- 
denti del fascio, e quindi si possono supporre misurati dai medesimi 
numeri. 

Dati due piani non paralleli a fi, le rette dell'uno di essi a ta- 
gliano l'altro piano fi nei punti di una retta: la retta d'intersezione 
dei due piani ci f3. Supposto ora che questi piani divengano paral- 
leli, diremo ancora che essi si tagliano in una retta, la quale è 
l'insieme dei punti in cui fi è tagliato dalle rette di a, cioè dei 
punti all'infinito delle rette di a. Potremo dunque dire che i punti 
all'infinito di un piano costituiscono una retta, la retta all'infinito 
deL piano; e che due piani paralleli hanno comune la retta all'in- 
finito. 

Un sistema di piani paralleli è dunque un fascio con l'asse all'in- 
finito. Per coordinate di essi servono quelle di una punteggiata 
sezione del fascio. Le pagine positive sono determinate, una volta 
seelta la comune direzione normale positiva. Esse costituiscono una 
giacitura. 



{•) Ville a dir<i dm r 
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È facile vedere che alle convenzioni già fatte intorno ai punti 
all'infinito conviene aggiungere quest'altra: tutti i punti air-inft- 
nito delio spazio stanno in un piano. Infatti, siccome due piani 
qualunque dello spazio hanno comune una retta, così le loro rette 
all'infinito avranno comune il punto all'infinito dì questa retta; 
quindi tutte le rette all'infinito si tagliano mutuamente (nei vari 
punti all'infinito), e stanno perciò nel piano determinato da due qua- 
lunque di esse. Dunque veramente le rette e i punti all'infinito 
dello spazio stanno tutti in un piano, detto piano all'infinito (*). 



Proiezione mediante piani. 
Doppio rapporto di quattro piani. 



§ 23. Un fascio di piani è secato da una retta in una punteg- 
giata, e da un piano in un fascio di rette : diremo che il fascio dì 
piani projetta dall'asse la punteggiata 'e il fascio di rette. Più 
generalmente: se IdS... sono dei punti qualunque dello spazio 
e s è l'asse di un fascio di piani, i piani si sM sN . . . secano una 
retta qualunque r' nei punti t' 31' N' . . ., detti proiezioni di I ai 5 . . . 
su p' da s. Mentre un punto percorre il segmento LM, la sua pro- 
jezione percorro il segmento I/3I-' proiezione di IJtf, e così via. As- 
segnata su r F la direzione positiva, si ha il teorema: Con qualunque 
linea, sia retta sia poligonale, sì vada da un punto a un altro, 
le proiezioni dì queste Lìnee su una slessa retta e da una stessa 
retta sono eguali. In particolare : la proiezione dì un poligono è 
nulla. 



{") È bene ripe tare olio questi! ''ose ì-iii'ua.rdìiui pmi'i e reti.'! all'infinito non sono 
teoremi, ma solo convenzioni, fatto eolio scopo di y;eriei:iilizi;ire le proposizioni geo- 
metriche e rimuovere le eccezioni elio queste prcaont crebbero. E lo scopo È- così im- 
portante, che giustifica pienamente l'in traduzione di 15 misti concetti; i quali, se si 
intendessero altrimenti che come mire ciHiV'jiizìonì. jiotreVibero seminare assurdi. 

La nozione del jr.iiuo all'infiniti) di una retta e della celta all'infinito di un piano 
rimontano a Desimi m* ■'ISrOitiUon. priijeùi eie. '[f>)y). Quella del piano all'infinito 
nello sp;mu è lU'Vuia ;i ì'oiicdtt \ Tritili' :/« iir'ijrHi'i-'^ projei:!k'.:s, ì^l'À). 

E. D'Ovidio — pome geonetriche fondamentali. A 
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Se s è all'infinito, allora i punti LMN... sono precettati sulla 
retta r' secondo una data giacitura, e le cose ora esposte sì appli- 
cano a questo caso. P. es., la proiezione di un poligono su una 
retta secondo una giacitura qualunque è nulla. . 

Inversamente poi: se sono nulle le projezìoni di una linea poli- 
gonale fatte su tre rette qualunque (distinte ono) secondo tre gia- 
citure non parallele a Una stessa direzione , allora la linea poli- 
gonale è chiusa; poiché i suoi due punti estremi dovranno trovarsi 
nello stesso tempo sugli stessi tre piani distinti e non formanti 
fascio, e quindi coincideranno. 

Più particolare ancora è il caso della projeaione ortogonale o 
normale a lina rotta r', cioè quando i piani projettanti sono perpen- 
dicolari a r'. Sia AB un segmento di una retto r, A'B F la proje- 
zione normale di AB su r', e AB" la projezione normale di AB sulla v" 
parallela a r F per A. Sarà allora (§ 16) -^ = cos r"r. Ora AB" è 
egnale e parallela nella stessa direzione a A'B' [equipollente a A'B') ; 
e inoltre l'angolo r"r è eguale a i-'r, intendendo al solito per an- 
golo r'r delle direzioni positive, di r' e r l'angolo delle parallele 
ad esse uscenti da un punto qualunque dello spazio [angolo ohe è 
costante, qualunque sia questo punto). In conseguenza avremo 
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= COSr'r , A'B' = ABcosr 



§ 24. Le due punteggiate ABCD . . ., A'B'C'D' . . . siano sezioni di 
uno stesso fascio di piani a p j o . . . mediante due rette r r'; e la 
retta AB' sechi il fascio in una punteggiata AB'C'D" . . . Allora 
ABCD ... e AB' CD" . . . sono sezioni di uno stesso fascio di rette 
(quello in cui il piano BAD' seca il fascio di piani afijò . . .), onde 
(ABCD) = (AB'C'D") ; e AB'C'D" . . ., A'B'C'D' . . . sono anche sezioni 
di uno stesso fascio di rette, onde (AB'C'D") — (A'B'C'D'); vale a 
dire: il doppio rapporto dei quattro punti in cui una retta seca 
quattro piani di un fascio è indipendente, dalla posizione della 
retta (Mobius). Esso si definisce per doppio rapporto dei quattro 
piani del fascio, e s'indica con (afìrò). 

È chiaro che il doppio rapporto delle quattro rette in cui un 
piano seca i quattro piani del fascio è eguale allo stesso doppio 
rapporto dei quattro piani. Scelto il piano secante normale all'asse, 
troviamo 

3ndf _ senctfe 

SK ; ÌS55 ■ 



{afrb) = - 
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Dati a p f, si puà assumere (a(ÌT&) come coordinata {proiettiva) 
di ò, mentre ò varia nel fascio. Se f biseca il diedro ajì, la coor- 
dinata diviene se "^ - . E se inoltre aep sono perpendicolari tra loro, 

la coordinata diviene tgiìò. 

Se (apro) = — 1, le coppie a[3 t° si dicono <mnontófte. Quelle 
infinite coppie di piani di un fascio, che sono armoniche con una 
coppia fissa, si dicono formare un'involuzione (quadratira'j. 

Due fasci di piani, con lo stesso asse o con assi diversi, si dicono 
omografici o collineari quando, scelti tre piani a p t dell'un fascio 
come corrispondenti a tre piani dati a' $' y' dell'altro, si fanno corri- 
spondere due piani variabili b e b' che determinano con quelli doppi 
rapporti eguali : {ctf3Y°) = (a'PYo'ì ; onde seg'ue che a quattro piani 
qualunque dell'un fascio corrispondono quattro piani dell'altro for- 
manti lo stesso doppio rapporto. 

Le sezioni di due fasci omografici di piani, fatte con due rette 
o con due piani qualunque, sono due punteggiate o due fasci di 
rette omografici. 



Forme prospettive e proiettive. 



§ 25. Se due sistemi di punti si corrispondono univocamente, e 
in modo che le rette oongiungenti coppie di punti corrispondenti 
piissino tutte per uno 3tesso punto, quei due sistemi si dicono pro- 
spettivi mutuamente e col sistema dì quelle rette. In particolare : 
due punteggiate, sezionici uno stesso l'ascio di rette, sono prospet- 
tive mutuamente e col fascio. 

Due fasci di rette, sezioni di uno stesso fascio di piani, si dicono 
prospettivi mutuamente e col fascio di piani. 

Due fasci di rette progettanti una stessa punteggiata si dicono 
pure prospettivi. Questa posizione dei due fasci di rette è identica 
colla precedente, salvo quando i due fasci hanno comune il centro 
oppure il piano. 

Due fasci di piani finalmente si dicono prospettivi quando pro- 
iettano uno stesso fascio di rette. 

Due forme di r specie prospettive sona omografiche ; poiché 
dalla definizione del doppio rapporto di quattro 'elementi di un fascio 
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di rette o di piani segue che due quaterne dì elementi corrispon- 
denti delle due forme, qualunque siano queste, hanno lo stesso 
doppio rapporto. E si noti che l'elemento comune alle due forme 
corrisponde a sé stesso in quell'omografia. 

Viceversa: date due forme omografiche, se esse si dispongono in 
modo da avere due elementi corrispondenti sovrapposti, esse saranno 
prospettive. Infatti, abhiansi ad esempio due punteggiate omogra- 
fiche ABCD ... e A'B'C'D r . . . , in cui i punti corrispondenti A A' coin- 
cidano: esse saranno sezioni di uno stesso fascio di rette; poiché i 
due fasci concentrici e omografici tra loro, che progettano le due 
punteggiate dal punto comune alle rette BB' CC, avranno tre ele- 
menti uniti (queste due rette e quella che passa pel punto A o A'), 
e quindi saranno identici. 

Date in un certo ordine varie forme fondamentali di 1" specie, 
se ciascuna produce la seguente (elemento per elemento) mediante 
una proiezione od una sezione, due qualunque di esse si dicono pro- 
iettive. Tali sono, p. e. : una punteggiata e un fascio di piani che la 
projetti, due punteggiate sezioni di un fascio di piani, due fasci di 
piani proiettanti una stessa punteggiata, ecc. 

Due forme prospettive sono proiettive; ma non viceversa, in ge- 
nerale. 

Due forme proiettive con una stessa l'orma sono projettive fra 
loro. 

Projettive diconsi quelle proprietà che ai conservano passando da 
una forma ad una proiettiva, nonché quelle quantità elio conservano 
lo stesso valore passando da una forma ad una proiettiva. P. e., il 
doppio rapporto di quattro elementi di una forma di 1" specie è una 
quantità proiettiva (onde la denominazione di 'proiettive data alle 
coordinate definite come doppi rapporti ne' §§ 9 e 21) ; la relazione 
di armonia è proiettiva ; ecc. 

Due forme proiettive omonimo sono evidentemente omografiche. 
3ipuò dimostrare che, viceversa: due formi' omografiche sono pro- 
jettive. Infatti è chiaro che in questa dimostrazione si può supporre 
che le due forme siano, p. e., due fasci di rette abed..., a'bW . . . 
posti in uno stesso plano. Se dal punto aa T si conducono duo rette 
qualunque in questo piano, esse tagleranno rìsp. quei fasoi in due 
punteggiate ABCO . . ., A'B'C'D' . . ., le quali saranno omografiche ed 
avranno i punti corrispondenti A A' coincidenti ; e quindi saranno 
prospettive, cioè sezioni di uno stesso fascio di rette. I due fasci 
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dati, essendo dunque a loro volta prospettivi con questo terzo fascio, 
saranno projettivi fra loro. 

Esercizio 1. ■ è il rapporti j delle disianze di qualunque punto del piano & 

sengo 
dai piaci ci e |S, se a fi 6 sono tre piani di lui fìsselo. 

Eb. 2. So ABC . . . L è un poligono piano o sghembo, e sai lati AB BC ... LA 
sono presi i punti MS...K; proiettando i punti A B . . . 91 Tf . . da un punto me 
diante le rette ab... iti n . , ., si ha 

AH BN LR _ sen am s entil i sen Ir 
MB 'SO ' " ' R,i"~ senili!)' sennc ' ' ' senra ' 

Il 1° membro fu cliiamatu i-'.ippor lo (li moltises-iont da Mobóts. 
Se i punti MS...B sono in una retta o in un piano, que st' impressione vale — 1 
o + l. secondociiè il numero de' lati ì: dispari o pari. 

Es. 3. Scelte coordinate proiettivo pi;r du.o fasci ili piani, l'omografia di essi viene 
espressa da una equanimi-; lólinoare nelle ciinrdinate ili due piani corrispondenti, 

Ea. 4. In due fasci di tettp- o di piani omografici, vi è una coppia di clementi or- 
togonali dell'uno che ha per corrispondente una coppia di elementi ortogonali del- 
l'altro. Se ij i'j' nono queste due coniùe e a a' due dementi corrispondenti varia- 
bili, si lia tglatgj'a' = costante. 

Es. 5. Se in un fascio d.i piani si Ila un'io volutone, vi Ì! ima coppia di elementi 
coi Lineati i' ortegonali. Detti o o' questi elementi e a il' due qualunque coniugati, 
si ha tgoatgoa' = costante. 
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CAPITOLO IV. 



Piano punteggiato. 



Coordinate. 




§ 26. Pei punti di un piano il sistema di coordinate più antico, 
e più usato ancora oggidì in molte ricerche, è il seguente. 

Sei piano si fissino due rette x y, che s'incontrino in un punto 0; 
e s'immagini il piano solcato dal sistema delle rette parallele alla 
prima e dal sistema delle rette parallele alla seconda, ciascuno dei 
quali sistemi esaurisce il piano (cioè 
ne contiene tutti i punti). Per un 
" punto qualunque P del piano passa 
una retta del primo sistema e una 
del secondo; questa seca la x in 
un punto A, cui corrisponde il nu- 
mero positivo o negativo x che 
misura il segmento OA, una volta 
che siano scelte la direzione posi- 
tiva su x e l'unità lineare; e quella 
seca la- y in un punto B, cui corrisponde il numero positivo o ne- 
gativo y che misura il segmento OB, una volta che siano scelte la 
direzione positiva su y e l'unità lineare. Viceversa: dati i due nu- 
meri x e y, sono individuati i punti A é B, e quindi le rette dei due 
sistemi che passano per A e B, e quindi il punto P comune a queste 
due rette; ed è chiaro che non basterebbe conoscere uno solo dei 
due numeri per individuare P. Laonde i due numeri x e y possono 
servire come coordinate pei punti del piano; e noi vediamo che il 
piano punteggiato è una forma a due dimensioni o di 2" specie, come 
appunto asserimmo al §2. 
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Pei punti della retta x è nullo y; pei punti di y è nullo x\ e pel 
punto son nulli x e y. Il punto si dice orìgine delle coordinate, 
le rette x e y assi delle coordinate, o assi coordinali, o assi delie 
x s delle y. Si dice anche ce ascissa e y ordinala (o viceversa). 
P [x, y) od anche {ce, y) ìndica il punto P di coordinate x e y. 

Punti di eguale x sono in una retta parallela a y, e punti dì 
eguale y in una retta parallela a x. 

I punti nell'angolo delle dire/ioni positivo degli assi hanno le coor- 
dinate positive, i ponti nell'angolo opposto le hanno negative, e i 
punti negli altri due angoli una positiva e una negativa. I punti 
(x, y) e ( — x, — y) sono simmetrici rispetto all'origine, e cosi pure 
i punti {x, — y) e f — x,y); e tutti quattro sono vertici di un pa- 
rallelogrammo coi lati paralleli agli assi e col centro nell'origine. 

Detto vettore di un punto P il segmento OP che va dall'origine 
al punto, i segmenti OA OB sono le proiezioni del vettore OP fatte 
su ciascun asse secondo la direzione dell'altro, e le coordinate di P 
sono i numeri che misurano queste projezioni, — Per quésta misu- 
razione dei segmenti OA OB si suole usare una stessa unità lineare. 

Queste coordinate sì chiamano parallele, o anche cartesiane, dal 
nome di Descartes che insegnò a farne uso metodico. 

Se l'angolo degli assi è retto, le coordinate si dicono ortogonali 
o rettangolari. Questa scelta conviene, come vedremo, nelle que- 
stioni metriche, cioè relative a distanze, angoli, aree, quando sì 
abbia in mira la semplicità delle forinole. 

Un esempio di coordinate cartesiane ortogonali ci vien fornito dal 
seno e dal coseno: infatti [giusta il % 18) il seno e il coseno di un 
angolo variabile sì possono considerare come le coordinate carte- 
siane di un punto variabile sopra una circonferenza di raggio 
eguale all'unità lineare e riferita a due diametri ortogonali, 

§ 27. Noi abbiamo ridotto la determinazione ilei punti del piano a 
quella degli elementi di due forme di 1» specie, le quali sono i due 
sistemi dì rette parallele ora considerati, e per essi le due punteg- 
giate sugli assi. 

Un altro sistema di coordinate si ottiene considerando nel piano 
un fascio di rette intorno a un punto fìsso 0. Per un punto 
qualunque P del piano passa una retta del fascio, e P è un ele- 
mento della punteggiata su questa retta; sicché come coordinate del 
punto P servono: il numero q> che misura l'angolo della direzione 
positiva della retta OP colla direzione positiva di una retta rissa x 
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dei fascio, e il numero p che misura il segmento OP. Si può, 
lendo, assumere p e cp sempre positivi: allora 9 misure 
(positivo in un verso fissato) della di- 
rezione OP colla direzione positiva di x. 

Pei punti di x q> è zero o un multiplo 
dÌTi; per 0, p è nullo e cp indeterminato. 
Il punto sì chiama polo, la retta x asse 
polare, cp anomalia, p vettore, cp e p 
coordinate polari. Due punti aventi lo 
stesso vettore e le anomalie differenti per 
un multiplo dì 2tt, coincidono. 

In questo sistema di coordinate cia- 
scun punto sta su una retta del fascio di centro e su uno deg'li 
infiniti circoli col centro in 0: fascio di rette e sistema di circoli, 
ciascuno dei quali esaurisce il piano. 

Un modo che si presenta spontaneo per individuare i punti di un 
piano, consiste nel considerare nel piano due fasci di rette intorno 
a due punti fissi 0'. Per ogni punto del piano passa una retta 
del primo fascio e una del secondo, ciascuna individuata da un nu- 
mero (che può misurare un angolo, un rapporto di seni, un doppio 
rapporto, ecc.), e quindi ogni punto è individuato da due numeri. 
Un tal sistema di coordinate può dirsi bipolare. Da esso si deduce 
come caso particolare il sistema eartesiano, bastando supporre che 
0' siano i punti all'infinito di due rette fisse x y. 

Si potrebbero usare come coordinate nel piano i numeri che mi- 
surano le distanze di un punto da due punti fissi 0' ; in altre 
parole, considerare i due sistemi di circoli coi centri in e 0', e 
prendere per coordinate lo misure dei raggi dei due circoli che pas- 
sano pel punto che si considera. Ma allora due numeri determine- 
rebbero, a seconda dei casi, due uno nessun punto (reale); e 
ciò è un inconveniente. 



Punteggiate in un piano. Baricentri. 

§ 28. Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane (cioè due 
assi x y colle loro direzioni positive, ed un'unità lineare) ; e consi- 
deriamo una retta punteggiata nello stesso piano. Siano P [x y) , 
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P'(ac' y'), P"(ìc" y") tre punti dì essa, e pongasi PP rr : P"P r = r. 

Se PPT" si precettano sull'asse delle x secondo l'asse delle y in 
A. A' A", saranno x x' x" le ascisse dì que- 
sti punti, e (pel teorema di Taletb) sarà 
anche AA" : A" A' = r, ossia (§ 4) 




ed analogamente, proiettando sull'a 
delle y secondo Tasse delle x in B B' B", sarà BB" : B"B' = r, os 



i è dunque condizione necessaria perchè i tre punti apparten- 
gano a una stessa retta. Essa è anche sufficiente; giacché, se essa 
si verifica, la retta PP' è tagliata da A"P" e B"P" in due punti tali, 
che i rapporti delle loro distanze da P e P' sono uguali rispetti- 
vamente ai rapporti delle distanze di A" da A e A' e delle distanze 
di B" da B e B'; or questi rapporti, in virtù dì quella relazione, sono 
uguali tra loro; dunque quei due punti coincidono, cioè P sta sulla 
retta PP'. 
Abbiamo anche 

„ x + rai „ y + ry' 

x - TTT ' y — T+7 ' 



oppure, ponendo r = -y , 



Queste formole sì possono anche scrivevo: 
Ix 4" mx' — ìix'\ 

ponendo l -\-m — It; 

e da queste tre equazioni lineari omogenee in l m K, quantità non 
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tutte nulle, si trac 



Questa è dunque, sotto altra l'orma , la condizione perchè i tre punti 
(xy), (co'y'), [ce" y") appartengano a una stessa retta. 
Essa si sviluppa in vari modi, per esempio: 

ce (y' — y") — y [x' — co") -\- {x'y" — x"y') ~ , 
{x'y" — x"y') + (x"y — xy") + [xy' — x'y) = . 

In particolare: se una retta seca gli assi nei punti (p 0), (0 #), 
e se {xy) è un punto qualunque di essa, si ha la relazione 



ossia 1- — = 1. 

P 2 

§ 29. Dati nel piano dei punti P^a^yJ, P a (^y 2 ) , ^ 3 {x s y s ), . . ., 
ed annessi ad essi rispettivamente, ì numeri (pesi) m ì m,m a . . . , 
si operi su questi punti col procedimento che esponemmo per una 
punteggiata (§ 5); vale a dire: sì trovi quel punto della punteg- 
giata P,P 5 che è baricentro dì questi due punti; annessogli il 
peso m t -\- Hij , sì trovi il baricentro di esso e P 3 ; a questo 
nuovo punto si annetta il peso m, -f- m 3 -\- m s , e si trovi il bari- 
centro di esso e P 4 ; e così via. Si troverà infine un punto P di 
coordinate 



m, + m i + m 3 +... ' m 1 +m s + m 3 + .. 

indipendente dall'ordine tenuto nella composizione, e che dicesi ba- 
ricentro dei punti P, P a P 3 . . . dai pesi m i m ì m s , . , . . Esso non 
varia se questi pesi sì moltiplicano per una stessa quantità. 

Se i pesi sono eguali , il baricentro prende il nome di centro 
delle medie distanze dei punti dati. Per due punti è 

( zi + «2 Vi + 9» ) 
[ 2 ' 2 J ' 

ed è il punto medio fra essi; per tre punti è 

/K, + K2 + a 3 'Ji + y;+Jljì) 
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ed è il punto comune alle mediane del triangolo dei tre plinti ; e 
così via. 

Nel caso di tre punti P, P a P 3 non di una stessa punteggiata, si 
può provare che ogni punto P del piano è baricentro dei tre punti 
dati, quando ad essi siano applicati tre pesi convenienti. Ciò emerge 
dall'eseguire in ordine inverso la costruzione del baricentro ; del 
resto, se x y sono le coordinate dì P, e si stabiliscono le equazioni 

^ _ m l x i + m& i + m<p s _ m t y l + m t y t + m^ 3 

m x + me, + m a ' «4 + % + w* 3 ' 

queste liberate da' denominatori riescono lineari omogenee nello tre 
quantità incognite m, m ì m 3 , e determinano i loro mutui rapporti. 

Fissati adunque i tre punti P, P 2 P s del piano, ogni altro punto 
è determinato dai valori corrispondenti delle quantità m, m t m s , o 
meglio, dei rapporti di due di esse alla terx.a: e viceversa, dato il 
punto, sono determinati questi rapporti. Perciò possiamo assumere 
questi due rapporti come coordinate di P, e possiamo anebe chia- 
mare i tre numeri m i m% m s coordinati: omogenee dì P, e pre- 
cisamente coordinate baricentriche. 

Le equazioni scrìtte dianzi legano queste coordinate alle carte- 
siane xy, e permettono di passare dall'una all'altra specie di coor- 
dinate. 

Esercizio 1. Dimostrare il teorema dì MenHm: >■■■ la «indiziane necessaria e suf- 
ficiente, perchè tre punti A' B' C, posti sui lati BC CA AB di un triangolo ABC, 
siano in linea retta, è 

BA' CB f _ 
AC BA C'B 

Bs. 2. Applicando la nozione del baricentro, dimostrare il teorema di Cr.va; «la 
condizione necess a vi a e su ili cicute, iio-reliè (usando le stesse denominazioni dell'es. prec.) 
le rette A A' Tilt' CC passini.! ner uno stésso punto, è 

BA' CB' AC , 
A'C 'BA CB *' 

Es. 3. Con lo stesso princìpio di mostri! re elio le Ire biset.lrkì c.e<rli angoli interni 
di un triangolo concorrono in un punto. Lo stesso per due bisettrici di angoli esterni 
e una di angolo interno. Lo stesso per le tre altezze. 

Es. 4. I punti medii delle diagonali di un quadri latero completo (v. § 41) sono 
in linea tetta. 

Es. 5. Nel piano, perchè un punto P sia il baricentro di più punti P t P È . . . co' 
pesi m i m % . , ,, basta che la pi.'ojciione di I* secondo due dire/ioni diverse sopra duo 



,-=-i. 
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rette (distinte <> no) sia il baricentro delle procioni di P, P a . . . co' pesi m, 
Allora lo stesso avverrà, per le proj elioni sca.ui ilio e sopra '.igni altra retta. 

Se poi (j è un punto del piano, e sulle rette <JP, <JP S . . . QP sì portali 
proporzionali a 1%-QPj , nv<[P; ,..., — (m, + m 3 4- . . .).Q,P, con segmenti equi- 
pollenti ad essi si può chiudere un poligono. 

Es. fi. Le coordinate bari con Iridio ili un punk' noi [.dallo sono proporzionali alle 
distanze del punto dai lati ilol triangoli! doì tre punii <ìi ri fori mento, moltiplicate 
risj;..:llivaiM..:ilo por lo linguo^o diii tali stessi o poi «uni. ilo«il. auijvlì op'.M'-ìi. "■■■hi 
sono proporzionali alle aree dei triangoli aventi per un vertice il punto che si eon- 
'ispettivamente i tre lati del triangolo di riferimento. (Quanto 



ìqm 



ste disiali 



ed a 



.-■■iia il S 



Relazioni fra angoli e distanze. 

| 30. Sia r una retta, P(x y) e P'(<k' y') due suoi punti, p = PP' 
il numero che misura la loro distanza, « - sr e p = ry i numeri 
che misurano gli angoli delle direzioni positive degli assi coordi- 
nati con quella di r, uj = sy il numero che misura l'angolo delle 
direzioni positive degli assi. Se P e P' si 
precettano sull'asse delle ce secondo l'asse 
delle y in A e A', essendo co e ce' le ascisse 
di A e A', sarà AA' = ce — co. E se P e P' 
si projettano sull'asse delle y secondo 
Tasse delle teinB e B', sarà BE' — y — y. 
Se C è il punto comune alle AP B'B', sarà 
CI* = AA' = sd — X , PC = BB' = y' — y. 
Applicando al triangolo PP'C le rela- 
zioni [2]-§ 19 (ovvero projettando normalmente sui due assi e su r, 
ed eguagliando la somma delle proiezioni di PC e CP' a quella dì 
PP'), si ha 

[1] (a? — x) +(y — v) oosuj = pcosa, 

[2] (af — w) cos oj + (y' — y) = p cos [ì , 

[3] {x' — x) cos a -|- {y' — y) cos jì = p. 

Applicando la [3]-§ 19 (oppure sostituendo nella [3\ le espres- 
sioni di cosa e cosp ricavate dalle [1] e [2]), si ha poi 

[4] p* = (ce' — xf + (y' — yy + 2 (x~ — x) (y' — y) oosoj, 
relazione che dà la distanza di due punti espressa nelle loro coor- 
dinate. 
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Applicando la [ti]-§ 20 (oppure eliminando le quantità 
/ — y, p tra le [1]" , [2] , [3] ), si ha 



[5] 



COSUJ 1 

] eoa a cos [ì 



ovvero cos 3 a + cos 2 fS — 2cosct cos (3 cosw = sen 3 uj ; 

relazione fra gli angoli a e 3 che una retta qualunque r del piano 
fa con gli assi. La quale relazione del resto deve equivalere all'altra 
sr-(-i'y=xy, cioè: 



Applicando la [5]-§ 19i si ha 

a? — ec :y' — y:p = sen fi : sen a : sen w, 

OSSitì 

[6] d — x = p%~ , y' — y — p-^^- ■ 

Se r' è un'altra retta, e a' fi' misurano gli angoli che gli assi fi 
con r', projettando PP'O su r 1 si ha 

(af — co) cos a' + (y' — y) cos fi' = p cos r'r. 

Questa equazione e le [1] , [2] sono lineari omogenee in x" ■ 
y' — y e p, delle quali una è arbitraria; quindi dev'essere 





1 

COSUJ 

cosa' 


COSUJ 

1 

cosp' 


cosa 

cos (3 




1 1 

+ 

1 COSUJ 

i 1 c 


cos 

1 


COS 

cosa 


rr r = , 


[7] 




eoa ri-' == 


-SSR 


COSUJ 

. cosa' e 


1 


cos fi 



' 


[3] 


COSTI' 


coso: co 


sa' + cos 


cos fi' -(co 


„« 


sp' + c 


x a' cos 0) cos a, 
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relazione che esprime il coseno dell'angolo di due rette mediante 
i coseni degli angoli che esse fanno con gli assi. (Di questi angoli 
basta darne uno per coppia, essendo a + p = tu, a' ~\- fi' = uj). 

La condizione perche le due rette r r r siano ortogonali è cosrr / — 0, 
ossia 

1 cosuj cosa I 
eosuj 1 cosjì =0 
cosa' cosft' I 

ovvero 

cosa cosa' -\- cos(3 cos{3' — (cosa cosjì' + cosa'cos[l) cosuj =0. 

Applicando la [9]-§ 20 alle rette r r F e agli assi, abbiamo 

senrr'senw -j- sena sen(3' — senf! sena' = 0, 

x . j jsena sen£| 

[9] senrr' = (senasenjì' — seofSsena') — ■ 

senL0 seniu Isena' senp'l 

Infine applichiamo questa relazione alle rette a s', perpendicolari 
art 1 in modo che sia rs = rV = ■=- . Osservando che ss' = rr 1 , e 

che a a' si aumentano dì ^ mentre fi p' si diminuiscono di ■— , 
troviamo 

, j i cosa cosp | 

|10] scuri" ==- — (cosa cos(3' — cosp cosa') — 

senuj senui| eosa ' cos j}' | 

Per assi ortogonali le esposte relazioni divengono più semplici, 
giacché cosuj = , senuj = 1. E si ha 

iff — x= peosa , y' — y = pcos0 , 

p 5 = (ce — x)'' + (y ; — yf, 

cps'a + cos^ s=s 1 , 

cosrr/ = cosa cosa' + cos|5 oosp', 

senrr = sena'senp — senz'sena = cosacosfi' — cosfìcosa'. 

Si noti che qui a + p = -|- , cosp — sena , sen^ = cosa , . . . 
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Esercizio 1. Se sulle rette ri si. considerano due eopuic di punti PP, e ({(}, , 
d ha (Carnap 

IO 1 11 

2PP 1 .<ÌQ,cc S r S = PQ,* + P,<ì=-P<f-P,<t i *=-_ 1 PQ^ PQ^ j. 

E8. 2. Si ha puro, se P(gy), P^y,). Q(E-l). Q,(S, »1,): 

PP i .Q< ìl ™ = § a6 nJ*'- a 'S'<-3'|. 

I fi — £ 11, — 111 

Ea. 3. Per due coppie di rette rr' ss' in un piano, sì ha 



la quale non è altro elle la [10]. 

Es. 4. Per due teme di rette r r t r 2 , s s, s, in un piano, si ha 

I oosra cosrsi cosrs, | 
j oobt,B eosr^j cosTj8 B = 0; 
cosr 2 s cosr s s ( cosr a S s | 

come si vede sviluppa udii ^oeùndu una linea, od auebe notando che il primo membro 
non è altro che il iirodotto eseguiti) per verticali J.eìle due matrici 

. COSSI' OOSXTj COSXUj 1 : COSXS OOSXS, C05XS 2 ' 

| COBJT COSJTj COS JTj | | COSJ"S C0SJ , S 1 COSJSj | 



doye xy indicano due fissi ortogonali qualunque. 



.. 5. La [4] può scriversi: p- — . — — costu 1 y' — y 

tf — xy' — y l 
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Area di un triangolo. 



§ 31. Sia dato in un piano un triangolo di vertici A B C. Un osser- 
vatore eretto sul piano da una data banda di esso può percorrere 
il perimetro del triangolo procedendo in due versi opposti ; cioè : 
andando da A in B, da B in e da C in A, ovvero andando da A 
in C, da C in B e da B in A. È evidente che nel primo caso il trian- 
golo rimarrà o sempre a destra o sempre a sinistra dell'osservatore, 
e nel secondo caso rimarrà sempre dalla parte opposta. Conveniamo, 
poiché ci sarà utile, di assumere come positivo o come negativo il 
numero che misura l'area del triangolo, secondochè il perimetro è 
percorso dall'osservatore in un verso o nell'altro. Se indichiamo con 
ABC questo numero quando il perimetro è percorso nel verso ABC, fa- 
cendo tutte le permutazioni dei vertici ABC abbiamo 

ABC = BCA — CAB — — BAC = — ACB = — CBA. 

Rispetto a un altro osservatore, eretto sul piano della stessa banda 
del precedente e in nn punto interno al triangolo, il movimento di 
un punto che percorra il perimetro del triangolo apparirà proce- 
dente verso destra o verso sinistra secondochè il perimetro è per- 
corso in un verso o nell'opposto ; e precisamente, secondochè rispetto 
al primo osservatore il triangolo restava a destra o a sinistra. 

Che se il secondo osservatore è eretto in un vertice del triangolo, 
a lui il lato opposto apparirti percorso rispettivamente verso destra 
o verso sinistra, e quindi l'angolo fra le due direzioni (lati) che 
da quel vertice vanno agli altri due vertici apparirà descritto ri- 
spettivamente con una rotazione verso destra o verso sinistra. Noi 
converremo di dare all'area lo stesso segno ohe compete all'angolo 
suddetto. 

Dalla definizione segue che due triangoli ABC AB'C, aventi un 
vertice A comune e i lati opposti BC B'C sulla stessa retta, sono 
per lo stesso verso o per versi opposti secondochè BC e B'C sono 
nella stessa direzione o in direzioni opposte. E due triangoli ABC 
ABC, con un lato AB comune, sono per lo stesso verso o per versi 
opposti secondochè i vertici non comuni C sono dalla stessa 
banda della retta AB o da bande opposte , vale a dire secondochè 
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le perpendicolari CD Cd' condotte da C e C' alla AB (altezze dei 
triangoli) sono nella stessa direzione o in direzioni opposte. 

Queste osservazioni mostrano che, neU'applicare il teorema « il 
numero che misura ì'area di uri triangolo è la metà del prodotto 
dei numeri che misurano un lato e l'altezza corrispondente », si 
può tener conto del segno con cui compajono i numeri che misu- 
rano ciascun lato e l'altezza corrispondente. 

Siano i B C i vertici di un triangolo, e a 1* e le rette dei lati BC 
CA AB, sulle quali intenderemo assegnate ad arbitrio le direzioni 
positive; supporremo pure assegnato nel piano un verso positivo 
per gli angoli, affinchè siano determinati i segni degli angoli delle 
direzioni positive di quelle rette. Se CD e perpendicolare a AB, 
si avrà, in valore assoluto, 

ABC = ì AB. CD; 

ma nel triangolo rettangolo ADC è CD ~ ACsencb; dunque, sempre 
in valore assoluto, sarà 

ABC = £AB.AC sene*. 

Se ci atteniamo alla convenzione fatta dianzi, questa eguaglianza 
sussiste anche avuto riguardo ai segni, quando ì segmenti AB AC 
sono positivi sulle rette e b. Né cessa di sussistere quando tino di 
questi segmenti o entrambi divengano negativi ; poiché l'inversione 
della direzione positiva su e fa mutar di segno AB e sencb, ma non 
il prodotto; e così via. 

Ora riferiamo i punti del piano a due assi cartesiani , e siano 
V(CD v) , P,(ìc, y^ , V t (x 9 y t ) i vertici dì un triangolo. Se r r' indicano 
le rette dei lati PP, PP 2 , abbiamo 

PP,P 2 = ìPP,.PP,senw J ; 

ma, chiamando a B e a' 6' gli angoli di rer 1 cogli assi coordinati, 
si ha dalla [9]-§ 30 

j I sena senfì | 

senoj [sena' senfì' | 
e dalle [6]-§ 30 

sena=^ [y, — y), senp = ^^ (a;, — ai), 
sena- = ^-[Vt — y), senp ; ~^(« s — x); 

E. D'Ovidio — Fanne <jeom-;lricì. s fonia-mentali. 5 
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quindi sarà 

I ^1 - 
PP,P a = i sen tu 

I #j - 

Questo determinante si può scrivere 



co 


'/ 


1 


X, — X 


Vi—V 





X % — X 


y* — v 






e qui aggiungendo alla seconda ed alla terza orizzontale 1 
avremo anche 





SD 


V 1 


PP,P 3 — ìsenui 


»i 


y, i 




x t 


Vt ! 



formola che esprime la misura dell'area del triangolo mediante le 
coordinate dei vertici. 

Il determinante si annulla se i tre punti PP,Pi sono sulla stessa 
retta, il che conferma una proposizione del § 28. Esso cambia segno, 
insieme con PP,P a , se due punti si scambiano. 

In particolare: se uno dei tre punti è nell'origine 0, si ha 

OP.P. = isenuj * ' = | sento, (a;, j/, — x.y,). 

L'espressione dell'area del triangolo in un piano punteggiato e 
in coordinate cartesiane presenta analogia con quella della di- 
stanza di due punti in una retta punteggiata, la quale è x, — x 



X, 



1 ; 



: x x, sono le ascisse dei due punti. 



USEEGizio L Se B C II sono punti ài una retta, 

ABC : ABD : ACD = BC : BD : CD . 
Ss. 2. Se A B C D sono punti di un piano, 

ABC + ACD -f- ADB = BCD, 
ia BCD — CDA + DAB — ABC = 0, 

Es. 3. Se A B C L sono vertici di mi poligono piano e 
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del piano, la somma PAH -f- PBC + . . . + PLA è oosl-intc. e si può definirli come 
area del poligono, iiiichu fu 'ju^to e concavo. 

Es. 4. L'atea del poligono di vertici (a^yj), i-x,, i/.,ì.. . . , (% n y n ) , divisa per 
àsenw.e 

(ajjjfe — x,y<) + (a;,j/ a — . t; ,?/ 3 ) + . . . + («^ — *#„). 



5. Per due terne di penti in un piano PPjl' a e <[<[t<[ 2 , 


si ha fy. Es. 


[ ?P,.<)<|, ee.(Pr„ ((((,) l'P.Qf), 

6.pr,p,.(iq 1 <|, = 4 

PF.Qtl, eo8(PP, «jQJ FP,.<1<|, 






DI 1 1 

i r<j" pfj,- p<|,> 








1 P,Q" P^," P,Cj,' 
1 P,Q- P,Cj,> P,(l,' 







In particolare: Ki volto ii q-jadraUi deH';u-eu del :r:a:ig-olo ili lati a&c vale 



- ^ — e" + 2»^' + 2<iV ] + 2&V 



= (a + È + e) (- « + 6 + e) (a - b + e) (a + b - e) . 
Es. 6. Per due gruppi di cinque punti in un piano PP, . . . P 4 e Q <[ ( . 



i PC!' i'Cj,> 

Pr<!" P« 






giacché indicando con ir, ;/}, \p\ y.,'\ .... ij)\-, iji) <- (»' jy'ì, (■r'j y'J , . . . (a' 4 1/' 4 ) le co 
dinate di quei punti rispetto ad assi f-art-rsiani ortogonali, r|uesto determinante e 
prodotto per orizzontali delle due matrici 



I «*' + y\ I #j 2/4 



«V + fV -2^ 



In particolare (facendo andare all'infinito in direzioni de tur minate P, e Q 4 ) s 
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per due quaderne di punti i 



I i pq* . . pq s * 

| 1 P a Q> . . P 3 Q S = 



Trasformazione delle coordinate. 

§ 32. I punti di un piano siano riferiti a un sistema di coordi- 
nate; e si vogliano invece riferire ad -un altro sistema, del quale 
sia assegnata la connessione col primo. Allora può occorrere di 
esprimere le nuove coordinate di ciascun punto mediante le primi- 
tive; e può occorrere di esprimere le coordinate primitive mediante 
le nuove, per trasformare le formole che contengono le primitive 
coordinate in altre che contengano le nuove. Bisogna dunque cer- 
care almeno due equazioni, che leghino le primitive alle nuove coor- 
dinate ; poiché da tali due equazioni si potranno dedurre quelle in 
funzione di queste e viceversa; od anche, avendo una formola con- 
tenente le coordinate, si potrà eliminare da essa e da quelle due 
equazioni le primitive coordinate. 

Noi esamineremo alcuni casi più owii, 

Vogliasi passare da due assi cartesiani x y di origine ad altri 
due x F y' di origine 0'; siano co y le primitive coordinate di un 
punto P, X Y le nuove coordinate dello stesso punto. Considere- 
remo prima due casi particolari, e poi il caso generale. 

a) Se i nuovi assi sono paralleli ai primitivi ed hanno le stesse 
direzioni positive, per definire la loro posizione basta assegnare le 
coordinate della nuova origine 0' rispetto ai primitivi assi; e siano 
queste a b. Allora, essendo per ogni projezione parallela 

proj.OP ~ proj.OO' -f- proj.O'P, 

projettando su x secondo y e su y secondo x , risulta 

[1] w — a + X, y = b-< r Y. 

Queste equazioni esprimono x e y mediante X e Y, e costituì- 
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600110 la sostituzione che trasforma ogni funzione di co e y in una 
funzione di X e Y. Si ha inversamente 

X~co — a, Y—y — b. 

b) Abbiamo mutato l'origine, ma non le direzioni degli assi. 
Ora invece muteremo le direzioni degli assi, ma non l'origine ; vale 
a dire supporremo che i nuovi assi passino 
per 0; sicché per fissarne la posizione basta 
dare uno dei due angoli a = xx' , (3 = x'y, 
e uno dei due a' — xy' , fi' = y'y (essendo »\ 
■a + p = xy, a' + f)' = xy). Se OA = so , 
AP=y sono le. primitive coordinate di P, 
e OA' = X, A'P = Y le nuove, abbiamo, per 
ogni proiezione parallela, w A * 

proj.OA -|- proj.AP = proj.OA' -f- proj.A'P ; 

onde, progettando normalmente sulla direzione normale a una 
retta r, risulta 

«cos^xr-f ~'j +yooe(yr + -|-] = 

= XC0 5 (x'r + |-)+ rcos(y'r + ^-) , 

ovvero 

x sen xi- -f- y sen yr — X sen x'r -|- F sen y'r . 

Se r si fa coincidere successivamente con y e con x, si ottiene 

ovvero, ponendo xy ~ ut, 

[3] a; ^ z s W" j_r !Si' y = X Wi+ r S^- 

Queste equazioni danno ss e y espressi mediante X e Y, e costi- 
tuiscono la sostituzione che trasforma ogni funzione di ce e y in 
una funzione dì Jef. Essa è di 1° grado (lineare) in X e Y, ed è 
anche omogenea. 
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E bene osservare che, posto j 
[4] £K' + y 5 + 2coy cosai 



r' — Q, deve risultare 



poiché ciascun membro equivale a OP a , giusta la [4]-§ 30. 

Il determinante dei coefficienti di X e Y nella sostituzione [3] 
dicesi modulo della sostituzione: per la [9] § 30 esso vale 



Se ciascuno dei due sistemi di coordinate è ortogonale, e preci- 
samente se tu =-|- e Q =-5-: allora si ha $—^r- — a, a' = ~ + a T 
p T = — a , e le [3] divengono 

[3'] ce = X cos a — Y sen a , j = X sen a -f- F cos a ; 

sostituzione di modulo 1. 

Se invece, pur essendo i due sistemi ortogonali, si ha tu = -y e 
fì = — ~ : allora p = 4r — a , a' = a — -g- , p' = tt — a , e la so- 
stituzione diventa 

[3"] ce = Xcosa ~j- Fsen« , y == .XTsena — Fcosa, 

di modulo — 1. 
Entrambe queste sostituzioni (ortogonali) danno 

x* + y t = X ì +Y ì , 



La prima sostituzione corrisponde al caso, che le direzioni positive 
dei primitivi assi possano portarsi a coincidere con quelle dei nuovi 
assi mediante una rotazione nel piano comune intorno al punto 
e per un angolo a. La seconda corrisponde al caso, che occorra 
una rotazione di due diedri retti intorno alla comune bisettrice 
degli angoli ss' yy', per portare a coincidere le direzioni positive dei 
primitivi assi con quelle dei nuovi. 
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lale in- 
ica razionale in- 
termini della 



e) Se da ultimo si tratta di mutare l'origine eie direzioni degli 
assi: allora basta assegnare le coordinate a e 6 di 0' rispetto a x 
e y, più uno degli angoli a = xx', p — x'y , e uno degli angoli 
a';=xy', p' = y'y; in tutto quattro quantità. Noi possiamo prima 
dagli assi x y passare ad altri due paralleli ad essi e di origine 0\ 
e poi da questi altri passare ai due x' y' senza mutare più l'origine. 
E però avremo, per una trasformazione generale di coordinate car- 
tesiane, le forinole 

[5] ® = <* + X~^+ r ^j> ^ = 6 + X SS + :f %^' 

Questa è una sostituzione lineare, ma non omogenea. 

È importante osservare che ogni funzione aìgebric 
tera di x e y si trasforma in una funzione aìgebric 
tera di X e Y dello stesso grado della prima. Infatti, 
funzione di x e y sono della forma cx^y, ove e ò una costante e p q 
sono interi positivi (zero incluso). Ora se in cWyi si sostituiscono 
a x e y le loro espressioni in X e Y. essendo queste di 1" grado, il 
prodotto sì comporrà di termini della forma CX'Y\ e non potrà cer- 
tamente la somma r-\-s riesidre superiore a p -\- q ; dunque il grado 
della funzione non può crescere. Ma non può neanche diminuire ; 
altrimenti, nel ritornare dai nuovi assi ai primitivi, it grado, per 
ripristinarsi, dovrebbe crescere ; il che è impossibile. 

§ 33. Esamineremo il caso, che si voglia passare da coordinate 
cartesiane a coordinate polari. L'ipotesi più semplice è: che le coor- 
dinate cartesiane siano ortogonali, il polo sia l'origine stessa 0, e 
l'asse polare sia la x. Allora, se OA = x , AP = y sono le coordi- 
nate cartesiane di P, e p = OP , <p = s,OP le coordinate polari 
dello stesso punto P, il triangolo rettangolo OAP porge 

OA = OP cosx,OP , AP = OP senx.OP , 
ovvero 

[6] x = p cos <P , y = p sen <p . 

Questa sostituzione, che serve appunto al passaggio da coordinate 
cartesiane a coordinate polari, cioè trasforma ogni funzione di x e y 
in una di p e cp , è trascendente. 
Si ha pure 

[6'] p = V^T? . *g<P = •- , costp = ,-JL- - , sencp = -7=^ ; 
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relazioni che servono per la trasformazioni; inversa, cioè per pas- 
sare dalle coordinate polari alle cartesiane. 

Sia invece xy = ni ; e, scelto per polo l'origine 0, aia una retta r 
l'asse polare; sicché basta dare uno dei due angoli xr^oe, ry = fj. 
Il triangolo OAP porge 

y : co : p = sen(a -f- <P) '■ sen(j3 — q>) : senoj, 
ovvero 

. senfjS-<p) _ sen(a+_<p) 



Che se il polo è un punto qualunque 0' ere l'asse polare; allora 
casta assegnare le coordinate cartesiane a & di 0' e uno dei due 
angoli xr = a, ry = fi. E si ha 



;n;o.+i>i 



Esercizio 1. l'ori: un ilo l'origine nel punto (2, — 3), 

x i _|_ y s _ 4^ + 6y — 18 diviene X» + I"* — 81. 

Es. 2. Prendendo per nuovi rissi lo bisettrici dwli imboli dei primitivi, si 1 

wsenuj = Xson^ui — ycos|uj, ysenuj = Xaen|iu 4- FcobJid, 

e a 3 — j/ 1 diviene — 2XY. 

Es. 3. Verificare l'identità [4| ìiiei'LÌLinto k sostituzione [3], 
Es. 4. La sostituzione inversi! della [3] è 

X = X ~senìF~ y sena' ~ ~~ * senSÌ ~"~ y senQ' 

Es. 5. La sostituzione lineare 

x = XX + fiY, y = \'X+ii'Y 

dicesi orloi)ni!f(!c, se tra-sfonriit j;' + 2/ 5 in X 5 + Z 3 . Le condizioni all'uopo s 
\*+X' , = l, ti* + M™ = 1 . M» + »-V=0; 

e pero uno solo dei coefficienti X ,u X' fi' è arbitrario. 
La sostituzione inversa è 

X = \x 4- Vy, F = \ix + ìt'j/ ; 
ed essendo ortogonale, porge 

X 5 + n* = 1, X rl 4- |i rl = 1, XX' + |V = 0. 
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Il modulo della sostituzione Xu.' — \'n vaio -J- 1 ovvero — 1. A seconda ài questi 
due casi, sì può (eh; a mandi; nini ungili..) con vomente) dare ;i.ìl;i s'isUtuzione la foima [3'] 
o la [3"]. 

Bs. 6. Se (p tp) e (p' <p') sono le caordinaK polari 'li due punti, il quadrato della 

disianza ira essi è p- -j - p' ! — -pp' <ws((p — cp'). 

Es. 7. («" + j/ 5 ) 1 — a 9 (x a — j/ 1 ) si pu.ij. introduoendo oourdimite polari, trasformare 
in p s (p' — n 1 oos2(p). 



Equazioni di luoghi geometrici. 
Punti determinati da equazioni. 

| 34. Poniamo una equazione fra le due coordinate variabili so y 
di un punto del piano; e supponiamo che, per ogni valore reale di 
una delle due variabili compreso entro eerti limiti, questa equazione 
determini uno o più valori reali dell'altra, e quindi uno o più punti ; 
p. e. che ad ogni valore di a: compreso in un certo intervallo cor- 
rispondano uno o più valori di y. Se inoltre l'equazione data è tale 
che y sia funzione contìnua di x nell'intervallo da x — a a co = b 
(compreso nell'intervallo precedente); allora a due valori di x fra 
aeb, e la cui differenza tenda a zero, corrispondono due gruppi di 
valori di y; valori che si possono accoppiare in modo che la diffe- 
renza fra due omologhi tenda a zero, e quindi che la distanza dei 
due punti corrispondenti tenda pure a zero. Pertanto, variando x 
da a a &, otteniamo una o più serie continue di punti; l'insieme 
delle quali costituirà una o più linee (rette o curve), che formeranno 
il luogo dei punti aventi la proprietà (o soggetti alla condizione) 
che le loro coordinate soddisfanno la equazione proposta. (Noi casi 
più cornimi le equazioni che sì presentano tra se e y hanno i carat- 
teri suddetti; ma può accadere che un'equazione non presenti quei 
caratteri, e quindi che l'insieme dei punti chela soddisfanno non 
presentì continuità). 

Viceversa: se una proprietà è comune ai punti di una o più linee 
in un piano ed esclusiva per essi, queste linee formano il luogo 
dei punti aventi quella proprietà; e se la proprietà può esser tra- 
dotta in un'equazione fra le coordinate se y di uno qualunque dei 
punti del luogo, questa si dirà V equazione del luogo, o equazione 
che rappresenta analiticamente il luogo; mentre il luogo dei 
punti soddisfacenti a una stessa equazione tra x e y si dice rap- 
presentare geometricamente quell'equazione. 
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Queste cose valgono anche quando le coordinate che si adoperano 
non siano cartesiane. 

Dal punto di vista della Geometria analitica, conviene classificare 
i luoghi subordinatamente alle proprietà delle loro equazioni. Così: 
scelte le coordinate cartesiane, si dicono luoghi algebrici quelli la 
cui equazione è algebrica, trascendenti gli altri. Se l'equazione è 
algebrica e riducibile a razionale e intera, essa può essere di 1°, 
2°, 3° , . . . grado nelle coordinate ; e il luogo si dirà rispettivamente 
di 1°, 2°, 3", . . . grado. 

Potrebbe nella equazione comparire una sola coordinata, e l'altra 
esser quindi arbitraria. Cosi: una equazione con la sola X fornisce 
uno o più valori di x, e quindi rappresenta altrettante rette paral- 
lele all'asse delle y. 

Poniamo fra le coordinate di un punto del piano due equazioni. 
Se esiste una o più coppie di valori reali delle coordinate che sod- 
disfanno le due equazioni, queste determineranno uno o più punti, 
cioè una serie discreta di punti. Se esistono coppie di valori non en- 
trambi reali soddisfacenti alle equazioni , diremo che tali coppie 
determinano punii immaginari, ai quali estenderemo le nozioni di 
distanza, ecc. mercè le relative formole già trovate pe' punti reali. 

Se ciascuna delle due equazioni rappresenta un luogo, questi 
punti reali e immaginari saranno i punti comuni ai due luoghi. 

Più di due equazioni indipendenti fra le due coordinate non pos- 
sono coesistere. 



La retta come luogo di 1° grado. 



§ 35. Cominciamo dallo studiare i luoghi di 1° grado. 
L'equazione di 1" grado più generale fra le coordinate cartesiane 



[11 aaj+6y + e = 0, 

dove ab e sono quantità costanti qualunque. 
Se & = 0, l'equazione si riduce a 

aw + c — 0, ovvero x — — 
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e il luogo è una retta parallela all'asse delle y. Essa coincide con 
l'asse delle y se inoltre c = 0; sicché l'equazione di quest'asse è 

Se a = 0, l'equazione si riduce a 

by -j- e = 0, ovvero y = — =- ; 

e illuogo è una retta parallela all'asse delle a?. Essa diviene quest'asse 
se anche c = 0; sicché l'equazione dell'asse delle x è y = 0. 
Se « e & non sono nulli, l'equazione [1] può scriversi 




prende le forme seguenti: 

[2] y = mx + ff, 

[3] <r— ny -\-p. 

La [2] mostra die ad ogni valore di x corrisponde un valore di y, 
e quindi un punto P de! luogo. Se V'(afy') e V"[x"y") sono due di 
questi punti, si ha 

[2 r J y' = mx' -\- q, y" = mx" + q ; 

dalle quali due equazioni in m e q si trae 

ai' — #" ' u a/ — «" ' 

e sostituendo nella |2], questa diviene 

[4] #(!/' — v") + y{x" — x') -{- {x'y" — x"y') —0. 

Or questa (§ 28) è la condizione perchè i tre punti P P' P" stiano 
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Su una retta. Dunque il luogo rappresentato dalla equazione [1] è 
«na retta; cioè la retta dei due punti P' P". 

Se e = 0, l'equazione [1] è soddisfatta da % = 0, y = 0, e però 
la retta passa per l'origine. Cosi : 

y'x — x'y — 

è l'equazione della retta per l'origine e pel punto (a? y') ; 

x — y = 0, x-\-y=-§ 

sono le equazioni delle rette che bisecano gli angoli degli assi ; ecc. 
Invece di risolvere le [2'] rispetto a ni e q t si può osservare che, 
sottraendo la prima di esse dalla seconda e dalla [2], si ha 

y" —y' = m[x" — a/), y~y< = m(x — a?), 

■e divìdendo %■. — —. = x ~ , ; 

y" — y se' — x ' 

che equivale alla [4] giusta il § 28. 

altrimenti ancora: se P P' P" appartengono al luogo rappre- 
sentato dalla equazione fi], le tre equazioni 

ax + ty -\- e = 
ax' -\-by + e = 
ax" + W -\- e = 

coesisteranno per valori non tutti nulli di a b e; e quindi dovrà 
verificarsi la condizione 

x y 1 [ 
[5] x' y" 1=0; 

x" y" 1 | 

che equivale ancora alla [4], cioè esprime essere i tre punti P P' P'' 
in linea retta. 

O altrimenti : dalle — e : a = p, — e : b = q si trae a = — e : p, 
6 = — c:q; quindi sostituendo nella 1 1] e dividendo per — e, 
avremo 

M T+-H 1 ; 
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or questa è la condizione perchè il punto (x y) stia sulla retta dei 
due punti A(pO), B(0 q). 

Eesta così provato in vari modi che: ogni equazione di 1" grado 
in coordinate cartesiane (nel piano punteggiato) rappresenta una 
retta. 

E viceversa : ogni retta è rappresentata da un'equazione di 
1" grado ; poiché se (x' y') e (a>" y") sono due punti dati della retta, 
l'equazione di questa è la [4] o la [5], cioè di 1* grado. 

| 38. Cerchiamo il significato geometrico dei numeri mnpq. 

Sia r la retta rappresentata dalla equazione [1]. 

Per y = la [1] dà x = — e : a — p ; onde p misura il segmento 
OA che la retta r taglia sull'asse delle x. E similmente q misura il 
segmento OB che la retta r taglia sull'asse delle y. 

Dalla y" — y' — m(x" — xf) si trae m — y „ _j* , ; ora dalle [<>]-§ 30 

sì ha '—. — —.—— ■ dunque 
ss' —x senry ^ 



(Per assi ortogonali risulta 

m=tgxv). 
E qui notiamo diesi ha in conseguenza (v. §21) 

7 tgxr = =— ; — - — = r , tgry = - 

L J B 1 + meusuj acosuj — b ' ° J m , 

Si scorge clic il numero m (o n) dipende solo dalla direzione della 
retta, e però dìcesi rapporto direttivo; mentre p e q dipendono- 
anche dalia posizione della retta. 

Un'equazione non si altera se si moltiplicano o dividono tutti i 
suoi termini per uno stesso numero arbitrario, e in particolare se 
si dividono per uno dei coefficienti (che non sia nullo). Ond'ò che, 
per scrivere l'equazione di una retta, non è necessario conoscere i 
valori dei tre coefficienti ab e, ma basta conoscere i rapporti di 
due di essi al rimanente. Così: dati a : e e 5 : e, son noti p = — o : a 
e q = — e : b, e l'equazione è 

- + *- = !; 
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dati o : 5 e e : 6, son noti m = — a : & e q = — e : b, e l'equazione è 

y = mx-\-q; 

dati b : a e a : a, son noti n = — b:aep = — e: a, e l'equazione è 

a; = ny + P'. 

Ne segue che ogni forinola, la quale esprima il valore di una 
.grandezza geometrica relativa alla retta, come 

a* ~~b ' " ' " ' acosuj— 6' ' " ' 

deve esplicitamente contenere solo i rapporti dì due delle ab e alla 
rimanente, o almeno deve potersi ridurre a tale. In altre parole : 
dev'essere omogenea di grado zero nelle ai) e. 

Ne segue altresì che due equazioni rappresentano la stessa retta, 
se i coefficienti dell'una sono ordinatamente proporzionali a quelli 
dell'altra; e viceversa. 

Che se nelle equazioni di due rette sono proporzionali solo i coef- 
ficienti di x e y, allora le due rette sono parallele; e viceversa. 

Se nella equazione della retta supponiamo aeb impiccolire inde- 
finitamente, ma non e; allora p e q crescono indefinitamente, e 
quindi la rettava all'infinito. In quésto senso diciamo che l'equa- 

Ox -\- Qij -\- e = (o più brevemente e — 0} 

rappresenta la retta all'infinito del piano. 

Si noti che pel punto immaginario {x, -f- &c 5 1 y, + $Vi) passa la 
retta 



X 


V 


1 


i», 


Vt 


1 


x 3 


Vt 






Essa passa anche per l'altro punto immaginario [ce, — ioo t , y^ — iy^i 
e pel punto reale (#, y,), ed è parallela alla retta y^x — x^y — 0. 
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Intersezione di due rette. 



§ 37. Due rette, le cui equazioni siano 

ax -j- by -f- e = 0, a'x -\- Vy + c r : 



hanno comune quel punto le cui coordinate soddisfanno ambedue 
queste equazioni, cioè 



Questi valori sono finiti e determinati, e individuano un punto 
unico a distanza finita, finché non è nullo il denominatore ab' — a'b. 

Se il denominatore ab' — a'b è nullo; allora os e y divengono infi- 
nite, il punto va all'infinito, e le due rette sono parallele. La con- 

I ° & I a h 

dizione ab' — a'b — può scriversi , r \ = ; od anche — = -n- 

{d'accordo con una osservazione fatta nel § prec). 

Se inoltre è nullo uno dei numeratori di x e y, p. e. ab' — a'b = 
e be' — Ve = 0; allora ~ = -^ e y = 4- , onde ~ = -£- , ovvero 
ac' — a'c — 0; e però è nullo anche l'altro numeratore. Allora x e y 
sono indeterminate, e il punto comune alle due rette è indetermi- 
nato; e però Je due rette coincidono (il che si accorda pure col § 
prec). 

Fa eccezione iì caso in cui l'annullarsi di ab 1 —a'b e be' — b'c 
provenga dall'essere b = e b' = 0. Allora non è certo in generale 
ad — de = 0; onde x è indeterminata e y infinita, e le due rette 
sono parallele all'asse delle y. 

\a b\ \a e 
Indicheremo per brevità i determinanti 1,1 , , . . . con 

!«'&'! | a 'e | 
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Fascio e rete di rette. 

| 38. Tre rette di equazioni 

aoa 4- by -\- e = 0, a'x -\- b'y 4- c J = 0, a"x + b"y 4- e" = 0, 

in generale non hanno uno stesso punto comune, ossia non appar- 
tengono a un fascio: la condizione per ciò è che una delle tre equa- 
zioni sia conseguenza delle altre due, e quindi che sia 



Indicheremo brevemente con [«(/<?"] questo determinante. 
Quando questa condizione si verifica, si possono evidentemente 
determinare due quantità \ e ^ tali, che coesistano le equazioni 

Xa -f P&' = «") M> + H&' = b", ^ + Me' — e" : 

sicché l'equazione a"x -\- b"y -j- e" — si potrà scrivere 

\{ax + by 4 e) -j- n(a'x ~\- b'y -j- e') = 0. 

Questa è dunque l'equazione generalo di una retta del fascio deter- 
minato dalle due ax -\- by -\~ e = 0, a'x -f- b'y -f- e' = 0. 

Quando son date le coordinate x' y' del centro di un fascio; al- 
lora, se la retta di equazione 

ax 4- by 4- e = 

passa pel punto [xf y'), si ha 

ax' 4-6y' + c = 0; 

e sottraendo, l'equazione della retta diviene 

a{x — to') 4 b\y — y') = 



,Google 



y — y' = m{cc — ce'), x — x' = n(y — y), 

Ai singoli valori di a : & odi m o di » corrispondono le singole 
rette del fascio che ha per centro il punto (af y'). 
% 39. Già osservammo che, date le equazioni dì due rette r r* 
ax + by + e = , a'x + b'y -f e' = 0, 

l'equazione di una retta qualunque s del fascio da osse determinato 
si può porre sotto la forma 

[].]. \(ax + by + e) + tifate + &V + d) = 0. 

Ciò risulta pure dall'osservare che , qualunque siano i numeri 
Un, quest'ultima equazione (cornMnaS''.ow lineare delle duo date 
equazioni), essendo di 1° grado in x y, rappresenta una retta; ed es- 
sendo soddisfatta dai valori di oc e y che annullano ax -j- by -j- e e 
a'x -\- Vy + c r , questa retta passa pel punto comune alle due rette 
date r v', ossìa appartiene al fascio da osse determinato. 

Ai singoli valori del parametro \ : u corrispondono le singole 
rette del fascio. P. es. a X = e u % 0, onde \ : n = 0, corrisponde r' ; a 
K g e u — 0, onde \ : u = co, corrisponde r. 

Per quella retta del fascio che passa per un punto dato (a;, yj, 
sarà 

X(aa?j -f- òy, -j- e) + u(ate, -f- tfy x -\-c') ■=■ 0; 

di qui ricavando kifie sostituendo nella [1], si ottiene come equa- 
zione della retta domandata 

ux_ + by +^c _ a'x +Ò'y + <? 
ax t + by t + c 55J + ¥y t + e' " 

La [1] ordinata diviene 

(\a + \ia')x -\- (\b -f 0)y + (Xe + uC) — 0. 

Per quella retta del fascio che passa per l'origine, sarà 

\c -f- \id — , \ : fi = e' : — e ; 

onde l'equazione della retta sarà 

{ad — «'e}» + (&c' — Vc)y — 0. 

E. D'Orano — Ftir„i.; ij-m.nelrìtìliii fondawienliiti. 6 
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Per quella retta del fascio che è parallela a una retta data 

a"x + H'y -\- e" = 0, 

sarà ^±^ = ^^ 

ovvero \{aV — a"b) + u(a'&" — a"b') = 0; 

e però l'equazione della retta sarà 

ate + ty + c _ a'x+Vg + é 
atf' — al'b a'b" — a"b' ' 

Se p p' p" sono le ascisse dei punti A A' A" comuni alle r r' t 
all'asse delle x, la [1] dà \{ap" + e) + n(a'p' + d) = 0, onde 

\ a' p" — y _ a' A' A" 



Similmente, se un'altra retta s' del fascio corrisponde al rapporto 
V : u' e seca ì'asse delle x in A'", sarà — = — — - -j^ ; e quindi 
deduciamo 

J*. - }L — AA " ■ ^ — | A A'A"A"n — (rr'ss'l 

Dunque : il doppio rapporto, che con due rette fisse r r' del fascio 
fanno due rette qualunque dello stesso, è dato dal rapporto dei va- 
lori di u : X corrispondenti a queste due rette. — In particolare: a 
due valori opposti di \\ : \ corrispondono due rette armoniche con 
r e r'. 

Il principio qui invocato (dovuto a Lamé) è di grande utilità, e 
si estende a luoghi qualunque. Se infatti f= f -— sono le equa- 
zioni di due luoghi, \/~ -|- u/" = e l'equazione di un luogo, il quale 
certo passa per tutti i punti comuni a' due dati. Or se questi sono 
dello stesso grado, si può dimostrare che \f-\- pf :=0, al variare 
dì X : \i, rappresenta tutti gli oo luoghi di quel grado, che hanno 
gli stessi punti comuni che f= e f = {fascio, serie semplice, 
gruppo binomio di curve); la quale circostanza molto agevola lo 
studio di tali sistemi di curve. 

§ 40. Combinando linearmente le equazioni di tre rette r r 1 r 1 ' 
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mediante tre numeri arbitrari X u v, si forma l'equazione di una 
retta : 

[1] \{ax + by + e) + u(a'a) + 6'y + C) + v(a"a> + b"y + e") = 
ovvero 
[\a J- Ma' 4- va") x -f- (X6 + (ii/ + v&") y f (Xe + \xd + ve") =0. 

Ad ogni coppia di valori dei rapporti X : v, n : v corrisponde una 
retta del piano. Più generalmente: se f — 0, f — 0, /*' — sono 
le equazioni di tre luoghi, X^-f- nf + v/"' = rappresenta un luogo 
che passa pe' punti comuni a quei tre (se ne hanno). Se quei tre 
luoghi son dello stesso grado, \f -\- u/" -+- vf" = 0, al variare di X : v 
e|i:v, rappresenta co a luoghi di quel grado (rete, serie doppia, 
gruppo trinomio di curve). 

È importante notare che, se r i J r" non appartengono a un fa- 
scio, ogni retta del piano si può rappresentare coll'equazione fi |, 
dove a \ : v e jx : v si diano valori convenienti, perfettamente indi- 
viduati dalla retta stessa. Infatti, perchè l'equazione [1] coincida 
coll'equazione di una data retta 

a a x -j- ì}„y + c a = 0, 

bisogna e basta che sia 

*!lì H «' + v«" X& + jib' + v5" \c -j- ne* + v e" . 

si hanno cosi due equazioni lineari omogenee in \ u v, dalle quali si 
ricavano univocamente \ : v, u : v. 

Indicando il valor comune dei tre fratti con p, abbiamo le tre 
equazioni 

\a -j- va' -\- va" — p« 9 , X6 + n?>' + v!>" = p(> , Xc -j- ne' -j- ve" = pc , 

e da queste ricaviamo 

\ _ M^"] |a _ [a6_ £] v_ _ [afre,,] 
p - [aW] ' P — [«VrfT p "" [aW] ' 
onde 

\ : u : v — [a &V] : [a&(,c"] : [aì/c,,]. 
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Fa eccezione (come già avvertimmo) il caso jft&'c"] = 0. 
tre rette r r* r" appartengono a un fascio. Allora la [1] 
presenta che le rette ilei fascio. 



Notazione abbreviata. 



§ 41. Denotando con L M N . . . funzioni lineavi di x e y, si 
può concisamente indicare, con L = 0, M = 0, JV= , . . . le equa- 
zioni delle varie rette del piano, anzi le rette stesse. Questa nota- 
zione abbreviata, della quale il PlìIckhb ha mostrato l'utilità (1828), 
permette sovente di rendere più spediti i calcoli e più espressive 
le forinole. A tale scopo conferisce non poco il ricordare che, se 
L = e M — sono due rette, \L + \xM =0 è una retta del fascio 
da esse determinato, \ : u essendo un parametro (del quale ci è noto 
il significato geometrico); e che, se L = 0, M — 0, N— non 
sono tre rette non di un foscio, L'equazione di ogni altra retta del 
piano può ricever la forma 

\L 4- U.M+ vN= 0. 

Accenniamo alcune applicazioni della notazione abbreviala. 

1° È chiaro che \L-\- uM = è la retta che unisce iì punto 
[X = 0, M=0) al punto (\L -f- uilf-j- v N— 0, N~ 0); e così pure 
liM+vN=0 unisce i punti (M = 0, N=0), (\L-\- iiM+vN=Q, 
X=0}; e \L + vJV=ì0 unisce i punti (L = 0, N=0), (\L-^iiM 
-f- viV=0, M — 0). 

E di qui apparisce il significato geometrico di \ : u, ji : v e v : \ 
nella \L+ fiM + vJV = 0. 

2° Inoltre XL — uM= 0, ]xM — vN= 0, v,Y— \L = sono le 
rette coniugate armoniche alle tre precedenti rispetto alle coppie 
(L = 0, Af=0), {Jtf = 0, W=0), {N=0, L = 0); e siccome una 
delle ultime tre equazioni è conseguenza delle altre due (infatti 
sommandole si ha = 0); cosi queste tre rette concorrono in un 
punto, individuato dalle equazioni \L = uM = vN. Onde il teorema : 
Se dei tre punti in cui una retta seca i lati di un triangolo si 
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- 85 — 

prendono i coniugati armonici rispetto alle cor/pie di vertici esi- 
stenti su' medesimi lati, le tre rette che uniscono questi punti 
ai vertici opposti passano per un punto. 

Il teorema inverso sì dimostra facilmente, come il lettore può 
verificare. 

3° Consideriamo la figura che dicesi quadrilatero completo 



tesa è formata da quattro rette 




(Carnot, De la corrélation etc). 
o lati, i quali si secano mu- 
tuamente in sei punti o ver- 
tici. Questi si dividono in 
tre coppie di vertici opposti, 
cioè uno su due lati e uno 
sugli altri due ; e si dicono 
diagonali le tre rette di 
queste coppie di vertici. Di- 
mostreremo che : se si con- 
siderano due lati e una __ y... 

diagonale uscenti da uno /% 

stesso vertice, la diagonale ' 

ha per coniugata armonica ! 

rispetto a' due lati la retta che unisce il vertice al limito comune 

alle altre due diagonali. 

Siano infatti L~0, Af=0, .V^o e P = \L + fiM+ WV=0 i 
lati del quadrilatero, e pongasi 

Q=}x'M-\-vN = P — \L 
R = v« + XI = P— p.M 
S = \L + nM=P — vN: 

saranno Q = 0, fi — O, S = 01e diagonali; e la coniugata armonica 
di S = \L + }iM=0 rispetto a L=0 e Jtf — sarà \L — ]xM~ 
ossia Q— R = 0, e quindi passerà pel punto comune alle altre due 
diagonali ; dunque ecc. 

Segue da questo teorema che: ciascuna diagonale è secata dalle 
altre due in punti armonici rispetto ai due oc-etici che unisce 
(Pappo). 

Risulta dallo stesso teorema un modo per risolvere con la sola 
riga il problema : date tre rette in un fascio, costruire la coniugata 
armonica di una rispetto alle altre due. Poiché, se 1 m s sono le tre 
rette, tirando da un punto di s due traversali n p, e unendo i punti 
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ove incontrano lem mediante le q r, iì punto qr sta sulla coniu- 
gata di a rispetto a I e m. 

E ne risulta anche un modo per costruire con la sola riga, dati 
tre punti di una retta, il punto coniugato armonico di uno di cs^i 
rispetto agli altri due. Poiché, se A B C sono i tre punti, tirando 
per C un'altra retta e prendendovi due punti 1) E, le rette AB BE 
individuano un punto e le AE BD un altro punto, e la retta per 
questi due punti seca la ABC nel coniugato armonico di C rispetto 

a AeB. 

Quadrangolo completo è la figura determinata da quattro punti 

o vertici, uniti per due da sei rette o lati, a due a due opposti 

(cioè non passanti per uno stesso vertice). I tre punti comuni a due 

lati opposti si dicono punti diagonali. 

I quattro lati e due diagonali dì uno stesso quadrilatero completo 

sono i sei lati di un quadrangolo completo; sicché le proprietà di 

queste due figure sono in sostanza le stesse. 

4" Se ì lati di un triangolo incontrano rispettivamente i lati 
di un altro triangolo in tre punti dì una retta, le tre rette che 
uniscono i vertici dell'un triangolo rispettivamente ai vertici del- 
l'altro passano per un punto. E viceversa (Desaerues), 

Siano infatti £ = 0, M=0, N=0 i lati del 1° triangolo, e 
\L-]-)xM-{- viV~0 la retta su cui essi Incontrano i lati del 2° trian- 
golo: saranno 

\'L-\-\iM+vN — Q, \L+n'M-\-vN=0, IiL + uM + v'iV=0 

questi lati; e le tre congiungenti dei vertici corrispondenti de' due 
triangoli saranno 

(u — u')M — (v — v')N=0, 

[V — V)N—{K~- V) L= 0, 

(\ — \')L — {n — n')M = 0; 
le quali concorrono nel punto per cui 

(\ — V) L = (u — u') M~ (V — v') N. 

il teorema inverso sì dimostra osservando che, se L = 0, M=0, 
N = sono i lati del 1° triangolo, e se le rette che uniscono i suoi 
vertici a quelli del 2° concorrono e quindi hanno equazioni della 
forma 

mM—nN — Q, nN—lL = 0, lL — mM=0; 
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allora i lati del 2° triangolo sono 

~lL + mM±nN—0, lL — mM-\-nN=Q, lL-{-mM — nN=0 ; 

e però secano rispettivamente i lati £, = 0, M=0, N=Q del 1° sulla 
retta 

IL + mM-\-nN~0. 

Due triangoli, i cui vertici siano a due a due sopra tre rette per 
un punto, e i cui lati corrispondenti sì sechino in tre punti di una 
retta, si dicono omologici. Quel punto e quella retta si dicono 
centro e asse dì omologia (Ponoelet). 



Equazione normale di una retta. 



§ 42. Data una retta r, sia n la retta normale are condotta 
per l'origine 0. Scelta per direzione positiva sulla a quella dell'o- 
rigine verso la retta r, siano « {J gli angoli 
xn ny di questa direzione con le direzioni 
positive degli assi, e p la distanza OS fra 
l'origine e la retta r. Sismo finalmente p 
e q le lunghezze dei segmenti 01 GB che 
la retta r taglia sugli assi. Projettando 
questi segmenti su n, avremo 

p = J)COSCt, p = <?cosp, 



e sostituendo nella equazione della retta r, che è 

Pi 
essa diviene 
[1] ascosa -j- yeosjì — p = 0. 

Questa dicesi forma normale dell'equazione 'della rotta (Hesse). 
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Es^a dipende da due parametri : uno è p, e l'altro è k o fJ (es- 
sendo a + fi — W). 

Per ridurre l'equazione generalo 

aw -j- by -f- e = 

a forma normale, ai osservi che, dovendo questa equazione e la [1] 
rappresentare una stessa retta, i loro coefficienti saranno propor- 
zionali, ossìa sarà 



e queste due equazioni, con la « + fi = w, serviranno a determinare 
le tre incognite p a fi. 
Dalle dette due equazioni ricaviamo 

a - b 
cosa = p, cosp = p ; 

e sostituendo nella a + fi = tu, o megìio nella 

cos a a + cos*fì — 2cosacosfÌCQSUj = sedili, 
troviamo {a} + if — 2fflf>cosu>) p 1 ~ c^sen^ui, 

onde 



fa) 



dove + è il segno di e, poiché p e seniu sono positivi. 
Avuto p, risulta 



l ;! l 



= Va? + 6* - 2 



Le forinole [2| e |3| risolvono la questione. Sostituendo nella [1], 
possiamo dire più. concisamente; che il primo membro dell'equa- 
zione di una retta ax -f- ày -f- e = (1 sotto forma normale è 

Ja x + by + c)Mw _ . 
1 J +yn'-|-6 a — 2a6cosuu' 

Per assi ortogonali le formole si semplificano, e si ha 

p = - — . . , cosa = - — , , cosfS = sena = _ -, - . 
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È bene osservare che 



a 2 -\- b 1 — %ab cosw = — a 1 cosai ! 
l> COSUI 1 ì 



Distanze, angoli, triangoli. 

§ 43. Siano date le coordinate a; y di uà punto P, e sia data la 
equazione normale di una retta r (vale a dire, siano date le tre quan- 
tità p a e p del § prec). Cerchiamo la forinola che esprime la di- 
stanza Pr fra il punto e la retta. 

Prendiamo OQ — ce, QP = y; e tirato il segmento PM normale a 
r, sicché PM = Pr, eguagliamo le projezioni normali delle due spez- 
zate OQP, ONìHP sulla retta n ; avremo 

x cosa -{- y cosp = p -\- -j- MP = p — Pr, 

onde — Pr = a; cosa + ycosg — - p (*). 

Se l'equazione della retta è data nella forma generale, basta ri- 
durla a forma normale; e quindi si ottiene 

■>,= (»+*+«>— , 

± ya^ + b^ — 'labcosiu 
ove ± è il segno di e. 

Queste espressioni dì Pr hanno valori positivi o negativi, secon- 
dochè il punto P e l'origine si trovano dalla stessa banda della r o 
da hande opposte; perocché sulla retta n si era fissato come verso 
positivo quello che va dall'origine verso r. Si vede che la distanza 
di un punto P da una retta r è il primo membro, cambiato di segno, 
dell'equazione normale di r. nel quale si sostituiscano le coordinate 
di P. 



(*) La condizione pernii il punto 1 J sthi rullìi rotta r e Pr = 0, cioè xausa + 
|/cosj5 — p=0. Si ottiene cjsì un'ultra dimostrazione (ìell'oii milione normale della 
retta. Qneata dimnstraziono (a differenzi! della prima) vaio anche nel caso che la 

vetta passi pec l'origini!. 
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Per assi ortogonali sarà 



§ 44. L'angolo di due rette ri*' sì determina facilmente, quando 
sono date le equazioni delle due retto sotto forma normale 

cocosa + ycosp — p — 0, <rcosa' + ^cosp' — p' = 0. 

Scegliendo infatti le direzioni positive sulle r i J in modo che, ti- 
rando le normali n n' per l'origine, riesca rn = r'n' = -^ ; abbiamo 
ir' = nn\ e quindi rr 1 = a' — a = p -- p\ ed anche (§ 30) 

cosrr' = [cosa cosa' -|-cospcosp' — (cosacosp' + cosa'cosJS)cosuj] 
senrr' = — {cosacosp' — cosa'cosp). 

Se le equazioni delle due rette son date nella forma generale, 
basta sostituire in queste forinole le espressioni di cosa, cosf! tro- 
vate al | 42, e le analoghe di cosa', cosp'; si otterrà così per l'an- 
golo delle due rette 

r(ax + iy + e = 0), v'{a'x + h'y + e' = 0) : 

, ad 4- W — lab' + a'fiìciisiu 

cosrr = — -- - - ----- - - ■ ■ _^ - - ■ - - — . 

4. y(„i _|_ ir — vJ.j./jc-jsuu) Ut' + b' 1 — 2a'5'cosuj) 

, (afi' — ra'tjsenw 

" "_,. v /(,v r +7r ; —' l >W;c-.Wi) («■'- + // j - •ifV/fosuJj' 
e quindi anche 

(«&' — «'&) senni 
/ + 66- _ („y + a '6) ooauj ' 






La condizione perchè le due rette r r' siano parallele è senrr' = 0, 
ossia 

ab' ~a'b = 0; 

che non differisce dalla già trovata (§ 37). 

E la condizione perchè le due rette r r' siano ortogonali è cosrr' = 0, 
ossia 

aa' -f- W — {ab' + a'filcosuj = 0. 
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Quindi l'equazione della retta che passa pel punto dato (x'y') ed 
è perpendicolare alla retta T(aoi + by + e = 0), è 



x — x' _____ y — y 



Per assi ortogonali si ha 
cosrr' =: 



f(,fi + j»)(rfi + &'•) ' ± |/(a' + P)(àfi+6^ 



tgrr'=^ 



-1 + » 



(dove si è posto m = — a : 6, m' = — a' : 6'). La condizione di orto- 
gonalità diventa 

aa' -f- &&' = 0, ovvero mjn' — — 1. 

E l'equazione della perpendicolare a r da (x'y'} è 

^^ — = y ~~ y , ovvero y — j/ = — — (re — x'). 

In tutte queste relazioni non appariscono ì termini noti e e e' 
delle equazioni delle due rette, ma solo i coefficienti di x e y, cioè 
ab a' b' o meglio i rapporti a : !>, a' : &'. Ciò accade, perchè l'an- 
golo di due rette non muta quando alle rette sì sostituiscano due 
loro parallele, vale a dire quando si alterino ad arbitrio e e e', con- 
servando costanti i rapporti a : b, a' : b'. 

È bene osservare che 



aa' + W — (ab' -f- a'b) cosw = 



§ 45. L'area del trilatero triangolo, Connato da tre rette r r' 
di date equazioni, si può calcolare come segue. Siano 

ax -f- % + o = 0, a'x + #2/ + C = 0, a"(C -f- !/'y -+■ e" = 

le equazioni date; e nel determinante [afc'c"] chiamiamo A . . 




a' 


a b 

1 COSUJ 


b' 


COSW 1 
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suddeter mimm ti complementari di a . . . Allora, calcolando le coor- 
dinate dei punti y'v" v"r rr', vertici del triangolo, giusta il § 37 
abbiamo 



e sostituendo queste:, coordinate nella forinola che esprime l'area del 
triangolo di dati vertici (§31), otteniamo 



A 


B ì 




a 


è l 


1 


A' 

e 


l i 


= 2CCC" 


.l' ; 


B" 


1 


C" 


w< l 





Ora l'ultimo determinante equivale, com'è noto, al quadrato di [air* e"] ; 
dunque la forinola richiesta è 

[ab'é'Y 

Esercizio 1. Luogo dei punii. equìòisUuti il;i. duo punii fìssi. È una retta. 

Es. 2. Equazione del circoli'.', conili luogo doi punti lo cui distanze da un punto 
fisso sono eguali a un segmento dato. 11 circolo è un luogo ili *2' grado. In coordi. 
nate polari l'equazione è p = eostante, se il polo cade nel centro. 

Es. 3. Luogo (le-i punti, i quì'.drati delle uni didimi da due [imiti Sssi, moltipli- 
cati por numeri assegna ti, danno una somma costimi e. È ini circolo, che si riduce a 
una rotta so la somma di quei numeri è nulla. 

Es. 4. Luogo dei punti, Ifi cui (listarmi da duo punti fissi danno una somma co- 
stante. È una curva chiusa ovale di 2 r grido Uìì>*.nù. So la retta ilei due punti isti si 
prendo uomo asse dulie ;t e la sua perpoud isolato nel momi dui segmento fra i punii 
dati come asse delle;/, e so sì chiama Le la Uni gli e v:i:a uique.-i.o segmento e 2« la somma 

data, l'equazione del luogo è ~r + ~ « a = '■■ 

Es. fi. Luogo dei punti, per cui è costante, la ùiiì'ei'cjua delle, distanze da duo 
punti fissi. Ritenute le convenzioni doll'Es. 1, ma oliianinndo ora la la differenza 
data, l'equazione del luogo è la stessa clic nell'Es. 4. Mcut re ivi era a > e, ora sarà e > a, 

per una nota proprietà del triangolo;, ondo si preferisce scrivere l'equazione così: 

— — ^ — ^ = 1- Quest'equazione rappresenta ora una curva di 2" grado composta 
di duo rami aperti (iperbole). 
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s(*> 




o quindi allo stesso e, ma a valori diversi di m). 
A è costante il rapporto delle disianze da due punti 



ìi di. -ibi. 11 z 1.5 da u:i punto fisso e da mi?, rotta. Iissa sor- 
un'ellisse o un'iperbole, secomiodtè quel rapporto e 



a rotta fissa. È u 



Es. 6, Luogo dei punti, per cui è costante il proti otto delle distanze da due putiti 
ra le convenzioni dell'Es. 4 e dotto w 3 il prodotto dato, il luogo 
a di i" grado, avente per equa- 
t- ì/ 3 — e 5 ) 2 — 4c 5 # a = m*. 
Se *n < e, esso si compone di due parti 
chiuse distinte (ovali di Cassini). Se 
m = c, quelle due parti vengono a con- 
giungersì in un punto, ohe forma un 
nodo per il luogo (lemniscata di Giacomo 
Bernoulli). Se m > e, quelle duo parti sì 
confondono in una sola, cioè il luogo si 
compone di un'ovale unica. (Nella figura 
sono segnati i oasi diversi corrisponden- 
temente agli stessi due punti Ae 
Es. 7. Luogo dei punti, per e 
fissi. È un circolo. 

Es. 8. Luogo dei putiti le e 
bano un rapporto costante. ì 
minore o maggiore di 1. 

Es. 9. Luogo dei punti mi ni disusiti dami punto fisso e da 
curva di 2" "rado composta di itti ramo aperto (parabola). 

Es. 10. Luogo dei punti, le cui distarle da duo rotte fisse sono uguali o in un 
dato rapporto. È una rotta; o quando si prescinda dal segno, è una coppia dirette 
in armonia con le due rette dato. 

È anche una rotta il luogo de' punti, lo cui distoim 1 da rotte fisso, moltiplicate 
per numeri assegnati, danno una somma costan te. 

Es. 11. Costruirò por punti la oiirva di oquazi<'H;o pelate p = stp (spirale di Ar- 
chimede). 

Es. 12. Lo stesso por p ■= a e ln<p , dove e è la base dei logaritmi di Nepero [spi- 
min lui/ 'aritmica). 

Es, 13. Lo stesso por pip - . a (spirale iperbolica). 

Es. 14. Calcolavo Ili distanza fra duo retto parallele di date equazioni. 

Es. Ift. L'angolo di due rotto si può trovavo mediatilo la forinola 



6 1 + tgxr'tgxi- 

sostituendovi lo espressioni (g 'MI') di tgxr, tgxr'. 
Es. 16. L'equazione della retta pei due punti rr' r r, è 

[«■ Vi] 0» + &y + ") - [»Vi] £■*• + vv + e) = o 

ovvero [a t bc'] (a^ + b^y + c a ) — [a bc'] {<*& + b s y + e,) =. 0. 



iiii r 't.i , L;L]igj!i>. ditto le e.ioruìnate. dei vortici, si può ottonerò alleile 
■j la sua distanza dui vertice opposto. 
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Es. 18. Formare le equazioni delle mediane di un triangolo di dati vertici, e de- 
durne che queste concorrono in un punto. 

Es. 19. Lo stesso por 1<i ycripcnfl ice la ri ai lati nei punti medi. 

Es. 20. Formare le equa/doni delle bisettrici de.ili ano-oli interrili ed esterni di un 
triangolo, date le coordinate dui vertici o le eqiiaxiu.iii ilei lati. 'Dedurne che tre bi- 
settrici, scelte a dovere, concorrono in un punto. ■ 

Es. 21. Formare le equazioni delle altezze di un triauiì'id'i, date le coordinate dei 
vertici o le equazioni dei lati. Dedurne che le irò alie/.xe concorrono in un punte, 

Es. 22. La retta dei due punti P'(ar" y'), V"(aF V") è ^ata dalla retta ax + 
òj/ + ( = Ooiiiìin punto q, tale che 

P'Q _ «a/ + by ' + e 
P"<[ — ax" + by" + e ' 

Es. 28. Dedurne il teorema di Menelao e l'inverso, eeme pure il teorema di Ceva 
e l'inverso, date le coordinate dei vertici del triangolo. 

Es. 24. Determinare le coordinate del piede della porpondiooli-re dall'origine o da 
un punto dato a unii retta data. 

Es. 25. L'equazione polare ù e! la retta, è peosftp — ep.j — p,,, ove (p tl qi ) e il piede 
iella normale dal polo alla retta. 

Es. 26. Equaziono polare della veti.n por due punti (p' <p'), (p" <p"). 

Es. 27. Per ogni punto P della retta \{ax + by + e) -f \x{a'x + b'y + e') = del 
fascio determinalo dallo due r(/o; -|- by + a — 0), r'(a'x + b'y -[- e = 0), si lia 



X_ _ __ Pi^ I /a'*+_ V^ — 2téV ce 
fi~ TrY a» -+- Ò"- — 2ab cos 



Es. 28. Tra le rette di qaosto l'ascio, quella- pcrpondieolaro alla retta a a x + b^y 
■ c n = ria per equazione 



a a + b a b — (<>,•/' + ab a ) eostu " a f .a' + bj/ — («„!>' -|- a'b a ) eosuj ' 

Es. 29. Tra le rette del fi'.icio ilelenuiuare qi.-.elle elle fanno un angolo dato con 
una retta data. 

Es. 30. Il doppio rapporto <» quattro rotto .lei l'ascio, corrisp elidenti ai quattro 
valori \ n : pò, Xj : H!, Xg : [^, \ 3 ; (j a di K : u,, è 

/A. >_ L .V M __ [Aq^^lMi] 
\ Ho ' Mi' Ma ' Ma / f. x oM 3 ] [^Msj ' 

Es. 31. Indicando con P~0, = 0,... le equa/ioni dulie vario rotte del piano, 
le coppie di rette corri spon don ci di due fasci pi'ojoUivi si possono rappresentare eolle 
equazioni 
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dove la coppia vaila col variare ili \ : fx, e dove (P = 0, P' = 0) e (Q = 0, Q' = 0) 
sono due coppie di rette corrispondenti qualunque, 

Es. 32. 11 luogo dei punti d'intersezione delle iv.ii.te eit!"risp:jndi:iiti di due fasci 
omografici è uni: curva di 2° irradi), Rappresentando i duo fasci conio nell'Es. prec., 
l'equazione del luogo si ottiene eliminando X : u tra le due equazioni \P + |j<2 = 0, 
KP' -\- jj^' = ; essa è dunque FQ' ' — P'Q ~- 0, equazione di 2° grado nelle x y. 
Quest'equazione mostra coma il luogo cercato passi pei centri dei due fasci. 
Essa può anche scriversi 

{\P + IkQ) (M* + l-W) - (W + tkV) (X 5 P + *$) = 0, 
qualunque siano le quantità date fc 1 :|i 1 , AgiMgi purché differenti. Dedurne ohe quel 
luogo di 2° grado si può generare in infiniti, modi conio luogo dei punti d'interse- 
zione delle rette corrispondenti di duo l'asci emigra l'i oi ; cioè die lo rette, che con- 
giungono due punti fissi di un tal luogo ai cingoli wx punti, formano duo fasci 
omografici. 

Es. 33. Se si prendono per nuovi assi cartesiani due rette di equazioni 
ax + by + e = 0, dx + b'y + d = 0, 
dette X Y le nuove coordinate del punto (a; p), si ha 

ose + 6y + o = kY, dm + b'y + c r = XX, 
dove k e k' non dipendono dal punto considerato. 

Piani punteggiati omografici, 

§ 46. Siano x y coordinate cartesiane di un punto P in un piano 
TT, e x' y' coordinate cartesiane di un punto P' in un altro piano TT'. 
Poniamo fra xy e x' y' le seguenti equazioni: 

W w ~ a "x + b"y + o" > V — a"x + h"y + e" ' 

ove ai)... sono dati numeri reali. 

A ogni coppia di valori di w e y corrisponde mercè le fi] una 
coppia di valori di x'y', ossia ad ogni punto P un punto P'. 

Indicando con A . . . ì sudd eterni ina n ti complementari di a. . . 
nel determinante A = [a&'c"], e supponendo questo diverso da 
zero; dalle fi] si trae 

Ax' + A'y' -+- A" — 

_ (aA + a' A' + d'A") x + (bA + 6M' + &"^ ") y + (cA + &A' + e"^") ___ 

d'x + b"y + e" 



Ay 



" a"x + b'y 4 



Cx' -\- C'y' -4- C" =-rr-r ft -,r-rpT: 
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e dividendo 

r 9l _ _ A4 + AV + A" _ Bx' + BV+B» . 

L*J w — o, v ' + 0'y' + C" ' J ~ Gai + C'y' +C" ' 

le quali equazioni, inverse delie [1], provano che ad ogni punto P f 
corrisponde un punto P. 

La corrispondenza fra' punti dei due piani è dunque univoca. 

A punti di una retta corrispondono punti di una retta; giacché, 
se x y verificano un'equazione di 1° grado 

«B + Pv +T = 0, 

x' e y' verificano, in virtù delle [2], l'equazione di 1° grado 

M -r- PB + TC) ed + (aA> + PS' + tC) y' 1- (0(4" + f3/i" + re") = 0, 

che può scriversi 

[a ìt e"] as' + [a p e"] jy' -f- [a y t] = 0. 

Quindi al punto comune a due rette in TT corrisponde il punto 
comune alle due rette corrispondenti a quelle in TT'. E alle rette di 
un fascio in TT corrispondono univocamente le rette di un fascio 
in TT'. 

In particolare : alle rette ax -\- ì>y -f- e = , a'x -\- ìi'y -{- e' = 0, 
a"x -\-V'y 4- e" — corrispondono jrli assi x'-^O, y' — e la retta 
all'infinito in TT'. Ecc. 

Il doppio rapporto di quattro rette di un fascio in TT è eguale al 
doppio rapporto delle quattro rètte corrispondenti in TT'. Infatti: se 

ax -J- . . . = 0, a'x + • • ■ = 0, 
\(aas + . . .) -\- H(dx + , . .) = Q , \'(ax + . . .) + )i'{u'x + ..,)= 

sono le equazioni di quattro rette di un fascio in TT, le equazioni 
delle quattro corrispondenti sono 

[ab'o"]ic- -f . . . = 0, \a!b'c"\x' + . . . = 0, 
\[{uVc?')x- + ■•■] + n[(a'b'c"ìx' ■+-'...] = 0, 
\'ì[affc/')af + .;.] + H'[(a'b'c")at -f . . . = ; 
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ora il doppio rapporto delle prime quattro è (§ 39) -y : y- , e quello 

delle corrispondenti è lo stesso. 

Ne segue che : il doppio rapporto di quattro punti di una punteg- 
giata in n è eguale al doppio rapporto dei quattro punti corrispon- 
denti in TV. 

Ai punti di una linea curva in TT corrispondono punti di un'altra 
curva in TV, e viceversa. Se l'ima è di grado n, l'altra è pure di 
grado n. 

Poiché nelle flj entrano nove coefficienti arbitrari, o meglio i rap- 
porti di otto fra essi al rimanente; è chiaro che la corrispondenza 
è determinata, se a quattro punti dati nelì'un piano si vuole ohe 
corrispondano quattro punti dati nell'altro piano. Bisogna però che 
tre qualunque dei quattro punti dati in ciascun piano non siano in 
una retta, cioè che quei quattro punti siano i vertici di un qua- 
drangolo propriamente detto. 

§ 47. Suppongasi che ai punti di un piano TT corrispondano uni- 
vocamente i punti di un piano TT'; che a quattro punti dati ABCD, 
vertici di un quadrangolo in TT, corrispondano quattro punti dati 
A' B' C D', vertici di un quadrangolo in TT; che a punti in linea 
retta irt TT corrispondano punti in linea retta in TT, e che due qua- 
terne di punti corrispondenti abbiano eguali i doppi rapporti; vale 
a dire che ad ogni punteggiata di TT corrisponda una punteggiata 
omografica in TT'. Allora ai lati AB e CD, AC e DB, AD e BC del 
quadrangolo ABCD corrispondono i lati A'B 1 e CD', A'C e D'B', A'D' 
e B'C del quadrangolo A'B'C'D' ; ai punti diagonali AB.CD, AC. DB, 
AD.BC, che diremo E F G, corrispondono i punti diagonali omologhi 
E' F 6'; ad ogni punto dato su un lato di ABCD corrisponde un 
punto individuato sul corrispondente lato di A'B'C'ry; ad ogni retta 
in TT corrisponde in TT una retta, che potremo costruire mediante 
i punti in cui incontra due lati di A'B'C'D' ; per ogni punto di TT, 
considerandolo come centro di un fascio, possiamo costruire il punto 
corrispondente ; ad ogni fascio di rette in TT corrisponderà un fascio 
di rette omografico in TV; ecc. 

Chiamiamo omografici o collineari due piani punteggiati, i cui 
elementi si corrispondano nel modo anzidetto. Vedremo poi che sono 
proiettivi. 

E chiaro che l'omografia tra due piani può sempre tradursi in 
equazioni del tipo delle [1]; basta infatti determinare! coefficienti 

E B'Ovidio — Fura-: geor,ie!riciw fondamentali. 1 



,Google 



■di queste in guisa che a A B C D corrispondano A r & C »■', perchè 
siano soddisfatte tutte le altre condizioni. 

Scelte come assi coordinati rette corrispondenti, le equazioni si 
adducono alla forma 



* ~<ix + by + c> y -«w + ty + c- 

Le rette all'infinito dei due piani si corrispondono se nelle [1J 
a" = e ì)" — 0. Allora su due rette corrispondenti qualunque si 
hanno punteggiate omografiche coi punti all'infinito corrispondenti, 
cioè punteggiate simili. E la corrispondenza fra' due piani dicesi 
a /ìi; l'i ta.. Le equazioni dell'affinità si riducono a una sostituzione 
lineare 

ed — aos -j- ?>y + e , y' = a'j» + Z/g/ -)-</; 

e l'affinità è determinata, quando a tre dati punti dell'un piano si 
assegnano come corrispondenti tre dati punti dell'altro, con la con- 
dizione che i punti di ciascuna terna non siano in una retta. 

Scegliendo come assi coordinati rette corrispondenti, la sostitu- 
zione diviene 

x' = mx, y = ny. 

Se V a P t P 3 sono tre punti dell'un piano e P' V t P' a i corrispon- 
denti, abhiamo (dicendo ut w' gli angoli dei due sistemi di assi) 



P/P/Pj = |senw' 



sicché nell'affinità è costante il rapporto fra le aree di due trian- 
goli corrispondenti. 

Se inoltre m = n . si ha ed : ce ~ ij : y = m, e le due figure (ove 
sia anche uj — tu') son o simili, col rapporto di similitudine m per 
le distanze e m 1 per le aree. 

Se m — n = 1, le figure sono eguali. 

Se nell'omografìa determinata dalle [1] fosse nullo il determinante 
A = \ab'c'% allora le tre rette 



a'cc -j- b'y -(- e' -. 



a"x + ìf'y + e 
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del piano TT avrebbero comune un punto singolare, corrispondente 
a tutti i punti di TT'; poiché le equazioni [1], facendone sparire i 
•denominatori, rappresentano per ogni punto dato (%' y') due rette 
di TI che si taglerebbero precisamente in quel punto singolare. Però, 
siccome in tal caso si possono determinare due numeri \ u. tali che 
\{ax + •■■) + n(o'# + ■ ■ ■) s'identifichi con a"x -\- . . . ; così quelle 
due rette, la cui intersezione determina il punto corrispondente a 
(%' y'), coincideranno se 

\af + \xy' = 1, 

vale a dire se il punto (x 1 y') sì prende sulla retta del piano TT' rap- 
l da questa equazione. Ad ogni punto di questa retta sin- 
: corrisponde dunque non solo il punto singolare di TT, ma 
tutti i punti di una retta passante per questo; retta che varia col 
variare del punto (a? y') sulla retta singolare, e che descrive in tal 
modo un fascio omografico a questa punteggiata. Si vede poi fa- 
cilmente che ad una retta qualunque di TT corrisponde sempre la 
retta singolare in TT' ; ma se quella passa pel punto singolare, al- 
lora le corrispondono nei piano TT' infinite rette formanti fascio colla 
retta singolare. 

| 48. I due piani omografici TT e IT' possono essere distinti od 
anche sovrapposti. In quest'ultimo caso si possono cercare ì punti 
che nell'omografia corrispondono a sé stessi, cioè i punti uniti 
{doppi, tautologi). Riferiti i due piani sovrapposti agli stessi assi 
cartesiani, dovremo porre nelle [1] x' = x, y' = y. Se introduciamo 
un'incognita ausiliaria t ponendo 

a"x -j- b"y + e" = t, 
abbiamo ax -\- by -j- e = tco 

a'x -\- ìfy + e' = ty, 
ovvero 

f \a — t)x -\-'by -\- e =0 

[3] ! a'x -\-(ì/~t)y-\-a =0 

j a"x +Vy +(c"-0 =0. 

Queste tre equazioni lineari in x y coesistono se 
a~tb e 

[4] a' V — t e' =0, 
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ovvero 

t* - {a + V + e") t* + [A + R + C") t - A = 0. 

Questa equazione di 3° grado fornisce tre valori di t, per cia- 
scuno dei quali le equazioni [3] in so e y si accordano a determi- 
nare una coppia di valori di x e y, e quindi un punto. 

Esìstono dunque in general*; Ire punti unta. Essi possono es- 
sere : reali e distinti ; reali, di cui due coincidenti (se quell'equazione 
di 3" grado ha una radice doppia] ; reali e tutti tre coincidenti (se 
essa ha radice tripla); uno reale e due immaginari (ma con le coor- 
dinate omonime complesse-coniugate). 

Nel 1° caso i tre punti uniti sono vertici di un triangolo, i cui 
tre lati sono le rette unite dell'omografia; nell'ultimo caso due di 
queste rette sono immaginarie; nel 2° e nel 3° caso due rette unite 
o tutte tre coincidono. 

Esercizio 1. Olirò ai unsi censi litorali ili omografie di piani sovrapposti, ve ne 
sono ancora due notevoli. Quando il dolorili innn te clic allupavo noi l'equazione [4-] ha 
tutti i suoi suddeterminanti nulli per un certo valore di t, questo valore è radice 
doppia o tripla del le qua zio ne [4]; ed ino! Ire è tale elio, sostituito a t nelle tre equa- 
zioni [3], le rondo identiche tra loro; sicché una qualunque di queste equazioni rap- 
presenterà allora una retta, dì cui tutti i punti sono punti uniti. Ne segue che al- 
lora due rette corrispondenti qualunque s'incontrano su questi vetta fissa, e che su 
esse l'omografia determina duo pur. traiate, prospettive ; siti-lit le congiungenti i punti 
corrispondenti formano un fascio di. rotto unite. Quindi duo punii corrispondenti qua- 
lunque del piano sono in linea retta col centro di questo t'ascio ; centro che sarà un 
punto unito dell'omo grati a posto l'uovi delia vetta di punii uniti, se quel certo valore 
di t è solo radice doppia della [i\; o che è posto imeco su quella retta, se quel va- 
lore è radice tripla. L'ini culo omogralìa óiees.i aiiwhyiii, di cui sono centro ed asse il 
centro del fascio di rette unite e la reità di punti uniti. 

Es. % SeABC sono i tre punti uniti di un'omografia, e sulle BC CA Al! si 
hanno tre coppie qualunque di punti corrispondenti; il prodotto doi tre doppi rap- 
porti (costanti) di queste coppie eoa le rispettive coppie BC CA AB è l'unità. 

Es. 3. Due punti corrispondenti qualunque, e i Ire punti d'intorsoiione della loro 
eongiungente colle tre rette unito, hanno doppi rupnorli, elio non variano col variare 
■della coppia di punti corrispondenti. 
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CAPITOLO V. 

Piano rigato. 

Coordinate di rette nel piano. 



§ 49. Per individuare una retta in un piano si può procedere in 
vari modi. Ad esempio, si considerino nel piano due rette fisse o 
assi x e y : ogni altra retta del piano seca ciascuna di esse in un 
punto, e,' noti questi due punti, è individuata la retta. Per la de- 
terminazione dei punti sugli assi occorrono due numeri, uno per 
asse, i quali saranno dunque le coordinate della retta. Così pos- 
siamo adoperare le ascisse p e q di quei punti, scegliendo come 
origine il punto comune ai due assi; oppure adoperare altri si- 
stemi di coordinate. 

Risulta intanto che il piano rigato è una forma di 2" specie. 

Consideriamo il piano anche come punteggiato, e scegliamo le 
stesse due rette x e j come assi cartesiani. Se x y sono le coor- 
dinate di un punto della retta r che vogliamo individuare, l'equa- 
zione della r come luogo avrà la forma 

ax + by 4- e = ; 

e per scriverla occorrerà conoscere, non già a b e, ma i rapporti 
di due di essi al rimanente; quindi potremo assumere come coor- 
dinate della retta due cotali rapporti. E potremo anche chiamare i 
tre numeri ab e coordinate omogenee della retta r. 
Scegliamo i due rapporti a : e e b : e, e poniamo 
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diremo « e » le coordinati; Plw.:'k orlane della retta (dal nome dei 
grande geometra Plììciìer che le introdusse nella scienza}. Il loro 
significato geometrico emerge dalle (§ 35) 



esse sono dunque i valori opposti e inversi dei segmenti che la retta 
taglia sugli assi. 



Il rapporto — = -r- = — m diviene (§ 36) 



esso non dipende che dalla direzione della retta r, e per rette pa- 
rallele e costante. Perciò a e b si possono definire coordinale omo- 
genee di una direzione. 

Se la retta r non passa per l'origine, la sua equazione può divi- 
dersi per e, e diviene 

ux -f- vy -j- 1 = 0; 

la quale contiene le u v allo stesso modo che le co y. 

Date x e y, l'equazione è soddisfatta da infinite coppie di valori di 
lieo, e precisamente dalle coordinate di tutte le rette che passano 
pel punto {co y) ; onde si può chiamare l'equazione del punto, consi- 
derato come centro di un fascio di rette. 

In particolare : per ogni retta parallela all'asse delle co (o delle u) 
èu = 0; onde li — è l'equazione del punto all'infinito su quell'asse. 
E «—0 è l'equazione del punto all'infinito sull'altro asse. Per la 
retta all'infinito è (w = 0, e = 0). 

L'equazione — = m individua il punto all'infinito su quelle rette 

Per ogni retta che passi per l'origine risultano u e v infiniti. Ma 
se il limite del rapporto — = 
la retta. 
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Alcune applicazioni. 



§ 50. L'intima connessione fra I sistemi cartesiano e pulckeriano, 
per le coordinate dei punti e delle rette, ci dispensa dal trattare 
direttamente le principali questioni del piano rigato, permettendoci 
di ricondurle a quelle del piano punteggiato. Valgano alcuni 



Date due rette v{u v), ^{u' v')\ una retta s del fascio da esse de- 
terminato ha per equazione (§ 39) 

\{ux + vy + 1) + \x{u'x -f v'y + 1) = 
ovvero 

(Xm + \>m')& + (^ + vwf)v + (^ + v) — *\ 

ed ha quindi per coordinate 

/ \U + Mi' \V + \XV' \ 

l i + ii ' \ + n r 

ove u : \ ha il significato geometrico indicato al § 39. E se si pone 
u. : \ = r, le dette coordinate della s divengono 



U+r' 1 + r/- 

Le coordinate della s' armonica di a rispetto a r e r' sono poi 

La condizione perchè tre rette r(w v), r'{u' v'), r"(u" v") apparten- 
gano a un fascio è (§ 38) 

I « v 11 
w' v' 1—13, 
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u[v' — v") -j- v(u" — u') + («'«" — «■"«') == 0, 



— , ecc. 



Se le rette r'(u f «'), r"(w" v") sono fisse e r(u «) varia, questa equa- 
zione è quella del punto comune a quelle due rette r r'. 

Date nel piano tre rette non di un fascio r{w «), r'(u' «'), r"(«" «"), 
ogni retta del piano ha coordinate della forma (§ 40) 

/ \u -\- fiu' -\- Vii" Xjl + ftìj' + vu" \ 



e possono assumersi come sue coordinate omogenee i numeri X u v. 
La distanza fra un punto V{x,y) e una retta r{u v) è {§ 43) 



L'angolo di due rette è dato da (§ 44) 
, («/ — n'o)senui 

L'area del trilatero determinato da tre rette ì 



iS -lo, 



j 51. Quelle rette, le cui coordinate plùckeria 
a stessa equazione lineare 



: e. '.■ soddisfanno 



passano tutte pel punto di coordinate cartesiane ( - - — ) (§ 49); vale 
a dire che questo punto ha per equazione au + &« + e = in coor- 
dinate di rette. 
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Le coordinate della retta pei due punti di equazioni 
au -j- Bo -f- e = 0, a'u -\- Vv -f- e 1 = 



-MI 

- K] • 



, — M. 



Un punto qualunque di questa retta ha per equazione 
\(au + bv + e) + H(«'" + P* + C) — 0. 



In generale : se esiste una serie continua di rette, le cui coor- 
dinate u v soddisfanno una data equazione f{u v) = (la quale espri- 
merà una condizione geometrica per la retta di coordinate u v), 
l'insieme di queste rette si dice costituire un inviluppo. 

Date due equazioni fra u e «; se esistono coppie di valori reali 
di Mei) soddisfacenti queste equazioni, esse determinano altrettante 
rette, formanti un gruppo discreto di punti; e se esistono coppie di 



valori non entrambi reali, diremo che 
magìnarie. 

Si noti chele due rette immaginarie {«,- 
V, — iv<i) han comune un punto reale, la 



v i 



determinano rette ira- 



-iu t , v, -\-tv t ), (u, - 
cui equazione è 



Sistemi piani omografici e correlativi. 



§ 52. Se fra le rette variabili r{u v), t'(u' «') di due piani rigati 
Ti IT poniamo le equazioni 



applicando i procedimenti del § 46 e seg. con le debite mutazioni, 
troviamo che: se il determinante [a&'c"] non è nullo, la oorrispon- 
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denza fra le rette r r' è univoca; a rette di un fascio corrispondono 
rette di un fascio; ai punti di ciascun piano corrispondono univo- 
camente i punti dell'altro piano, e precisamente ai punti di una 
retta i punti della retta corrispondente ; quaterne di punti o rette 
corrispondenti hanno lo stesso doppio rapporto. Insomma i due 
piani sono omografici (secondo la definizione del §47). 

La corrispondenza è determinata, se a quattro date rette di TT 
formanti un quadrilatero (completo) si scelgono come corrispondenti 
quattro date rette di TT' formanti quadrilatero (completo). 

Se i due piani TT TT' sono sovrapposti, esistono in generale tre 
rette unite ; ma possono anche presentarsi i casi particolari già 
trattati di omografie, in cui il numero dei punti uniti e delle rette 
unite si riduce a due od uno, ovvero diventa infinito. Ecc. 

Fra gli elementi di un piano punteggiato TT e quelli di un piano 
rigato TT' si pongano le equazioni 

ili r _ _°?L + by + B ,.r _ a ' x + h 'V + c ' . 

L J J Vl — d'x + Vy + e" ' " — d'x + Wy + e" ' 

onde si ricava, se [afiV] non è nullo, 

ro| « - Au ' + AV + A " ., - B "L+ B ' v ' + B " 

!■ J Cu' + C'tf + C" ' y ~~ Cu' '+ CV + C" ' 

Allora a ogni punto P(a? y) di TT corrisponde una retta v'(u' v') di 
TT', e ad ogni retta r' di TT un punto P di TT ; a punti di una retta 
in TT corrispondono rette per un punto in TT', punteggiata e fascio 
projettivi ; a rette per un punto in TT corrispondono punti in una 
retta di TT, fascio e punteggiata projettivi. A punti di un luogo 
di grado n in TT corrispondono rette di un inviluppo di grado n in 
TT. Ecc. 

Questa corrispondenza tra ì due piani dicesi reciprocità o cor- 
relazione. Essa è determinata, se a quattro dati punti, di cui tre 
qualunque non in linea retta, si fanno corrispondere quattro date 
rette, di cui tre qualunque non per un punto. E può sempre venire 
espressa da due equazioni del tipo considerato 1 1] o dell'altro equi- 
valente [2], od anche dalle seguenti equazioni (conseguenze di 
quelle), che stabiliscono la corrispondenza tra le rette (u v) di TT e 
i punti [w' y'ì di TT' : 



H'j 



asd + a'y' + a" bx' ■ 
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ossia 

_ Au + Bv + G , _ A'u + B'v + C 

- A"u + B"v + C" ' y ~~ A"m + B"« + C" 



|2'| 



Se i due piani coincidono, si può cercare quei punti che stanno 
sulle rette corrispondenti, ovvero quelle rette che passano pei punti 
corrispondenti. Riferendo punti e rette agli stessi due assi, per due 
elementi corrispondenti uniti (x y) e («.' v') dovrà aversi u'x-\-v'y 
~\- 1 = 0; ed eliminando da questa equazione le v! «' mediante le [1], 
o le co y mediante le [2], risulterà 

[3] ax* + b'y % + (t> + a') xy + (e + a") x + (e' -|- V) y -4- e" = 0, 
[4] 4«' 8 +W a + (B+4')w'»' + {C+A")u' + (C' + flV-i-C"=0. 

Si hanno dunque co punti dì un luogo di 2" grado, e co rette di 
un inviluppo di 2" grado. 
È notevole il caso in cui 

& = fl', c = <x", e' =r &" ; 

allora ad un punto, sia che si consideri come appartenente a TT, 
sia che si consideri come appartenente a TT', corrisponde la stessa 
retta risp. in TT' ed in TT; e viceversa. 

Un altro caso notevole si ha quando l'equazione [3] si riduce a 
= 0, cioè quando 

sicché le [1] diventano 

, ìiy + e , bx — tf 

u — ~~ ex + <fy ' V ~ ex + e'y ' 

Confrontando con ciò che diventano le [1'], si vede che anche in 
questo caso ad ogni punto corrisponde in ambi i modi una stessa 
retta; ma questa retta passa sempre per quel punto, e none altro 

che la congiungente di questo al punto fisso -r-, — y 1. Il deter- 
minante [a&V] è allora nullo, e ad una retta qualunque del piano 
corrisponde questo punto fisso, mentre ad una retta passante per 
esso corrisponde ogni suo punto. 
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Esercizio I. Lo ìxv.v.il: perla (ws forivi anione Jollo coorilinate delle vi; iti 1 s 



■.' u v soni.i le primi.livo e TI V le n 
g.), per mia traslazione dogli assi. 



i Ha (eon servati do le notazioni del 55 32 



i inula Li '.lirO,!Ì::nc il 



-{« 



(« 



(- 6u + l)senui 



Es. 2. Cercare direiUi! le, iti dipendentemente dalle eoardiitale cartesiane, le prin- 
cipali forinole del piano rigato. 

Es. 3. Un'equazione Mlineare fra le coordinate so y ce' y' di due punti variabili 
di due piani iissi. determina una correlai ione fra i|tic.-ti due piani; sieebò due punii 
che la soddisfino sono ciascuno sulla retta corrispondente all'altro nella correlazione. 
E viceversa. 

Ea. 4. Lo atesso per urTenuìmone ì'iìiiie.ti'e fra lo coordinate u v e u' v' di due 
rette variatili di due piani fissi. 

Ea. 5. Un'equazione oilineiire fra lo coordinate soy di un punto di un piano eie 
coordinate «' v' di una retta di un altro piano, determina un'omografìa fra' due piani. 
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CAPITOLO VI. 



Stello eli rette e <ìi plani. 



Coordinate degli elementi di una stella. 



§ 53. Ciascuna retta di una data stella di rette è secata da un 
dato piano (che non passi pel centro della stella) in un punto, e per 
coordinate delle singole rette della stella si possono assumere le 
coordinate dei rispettivi punti del piano punteggiato. Si possono 
anehe considerare due rette fisse della stella come assi di due fasci 
di piani ; per ogni retta della stella passa un piano dell'uà fascio 
e un piano dell'altro, e le coordinate dei due piani nei due fasci 
individueranno quella retta, ossia ne saranno le coordinate. 

Quindi la stella di rette è una forma di 2* specie. 

Un sistema di rette parallele non è che una stella col centro al- 
l'in fin ito. 

Ciascun piano di una data stella di piani è secato da un dato piano 
(che non passi pel centro della stella) in una retta, e per coordi- 
nate dei singoli piani della stella si possono assumere le coordinate 
delle rispettive rette del piano rigato. Si possono anche considerare 
due piani fissi della stella come sostegni di due fasci di rette aventi 
lo stesso centro della stella ; ogni piano della stella contiene una 
retta dell'un fascio e una dell'altro, e le coordinate di queste due 
rotte faranno da coordinate del piano. 

Quindi la stella di piani è una forma dì 2" specie. 

Possono i piani della stella esser tutti paralleli a una retta: al- 
lora il centro è all'infinito. 
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Projezioni su un piano. 

| 54. Quelle rette di una stella che passano per dati punti ABC... 
secano un piano XV in punti A' B' C . . ., che diconsi le projezioni 
di quelli dal centro della stella sul piano TT\ Se un punto P per- 
corre il segmento AB, la sua proiezione P' percorre il segmento 
A'B' proiezione di AB ; se P percorre il perimetro del triangolo ABC, 
P' percorre il perimetro del triangolo A'B'C proiezione di ABC ; ecc. 

Se le rette progettanti son parallele, A' . . , A'B' . . . , A'B'C . . . 
sono le projezioni di A . . ., AB . . ., ABC ... su TP, secondo la co- 
mune direzione di quelle parallele (che in particolare può essere 
normale a Ti'). Allora le projezioni di una figura su piani paralleli 
sono uguali. 

Sia TT un piano, ABC un triangolo in esso. Se un lato AB del 
triangolo ABC giace in TV, e C è la proiezione normale di C su IT, 
sarà ABC la proiezione normale di ABC su XI'. Tirata CD normale 
a AB, sarà anche CI) normale a AB, ed avremo 

ABC : ABC — CD : CD. 

Ora CD : CD equivale al coseno dell'angolo delle due rette cui questi 
segmenti appartengono, e questo angolo è misurato dallo stesso 
numero che il diedro dei due piani TT TT' ; dunque 



Se solo un vertice A cade in TT', la retta TTTT' passa per A, e in 
Un punto E di essa s'incontrano BC e B'C Avremo, come dianzi, 

AEB'=z AEBcosTTTT', AEC — AECcosTTTT' ; 

e quindi, sommando o sottraendo secondo i casi, 

AB'C = ABCcOsTTTT'. 

Se nessun vertice cade in TT', si può sostituire a TT un piano pa- 
rallelo per un vertice; e quindi anche allora 
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In generale dunque: se un triangolo si projetta normalmente 
su un piano, Varea del triangolo proiezione è uguale all'area di 
esso triangolo moltiplicata pel coseno del diedro dei piani dei 

due triangoli. 



Forme di 2 a specie omografiche e projettive. 



§ 55. Quando una. stcUa (Si rette (o di piani) e secata da un piano, 
a ciascun elemento della stella corrisponde ciascun elemento del 
piano punteggiato (o rigato), e viceversa. Dicesi allora che il piano 
è sezione della stella, e che la stella projetta il piano. La stella 
ed il piano si dicono anche prospettivi ; e prospettivi si dicono pure 
due piani sezioni di una medesima stella, o due stelle che projettino 
un medesimo piano. 

Se una serie di piani punteggiati (o rigati) e di stelle di rette (o 
di piani) è tale, che ciascuna di queste forme si possa dedurre dalla 
prece dente mciliiinte una proiezione o una sezione, od anche che due 
consecutive siano sempre prospettive ; allora due qualunque di 
queste forme si dicono projettive. Quindi due forme projettive a una 
terza sono projettive fra loro. 

Una stella di rette (o di piani) e un piano punteggiato (o rigato) 
possono porsi in tale corrispondenza, che : 1° a quattro dati elementi 
della stella corrispondano quattro dati elementi del piano, con la 
condizione che tre qualunque dei quattro elementi dati in ciascuna 
forma non appartengano a una stessa forma di 1* specie ; 2° ad 
elementi costituenti un lascio nella stella corrispondano nel piano 
elementi costituenti una forma di 1* specie omografica al fascio. 
Infatti, la cosa avviene evidentemente quando la stella è prospettiva 
al piano; altrimenti è all'uopo necessario e sufficiente che la sezione 
della stella con un piano riesca omografica al piano dato. La stella 
e il piano dati si dicono allora omografici {o collineari). 

Due stelle di rette (o di piani) possono essere riferite ì'una al- 
l'altra in guisa che : 1° a quattro dati elementi dell'una corrispon- 
dano quattro dati elementi nell'altra, con la condizione che tre qua- 
lunque dei quattro elementi dati in ciascuna stella non siano di un 
fascio ; 2° ad elementi costituenti un fascio nell'una stella corri- 
spondano nell'altra elementi di un fascio omografico. Infatti, la cosa 
è evidentemente cos'i quando le due stelle sono prospettive a uno 



,Google 



— 112 — 

stesso piano ; altrimenti è facile vedere come sia necessario e suf- 
ficiente che, secando ciascuna stella con nn piano, i due piani rie- 
scano omografici. Due stelle in tali condizioni si dicono omogra- 
fiche (o collineari). 

% 56. Due forme di 2" specie prospettive sono evidentemente 
omografiche. Se sono due piani, hanno infiniti punti uniti sulla 
retta comune; e se sono due stelle, hanno infiniti piani uniti per la 
retta che unisce i due centri. 

Due piani omografici distinti TT e TT', aventi una retta di punti 
uniti (pel che basta che essi abbiano tre punti uniti), sono prospet- 
tivi. Infatti : se AA' BB' sono due coppie qualunque di punti corri- 
spondenti, le rette AB A'B' saranno corrispondenti, e quindi taglie- 
ranno in uno stesso punto la retta di punti uniti comune ai due 
piani TT TT' ; onde le rette AA' BB' si tagleranno. Poiché adunque 
tutte le rette congiung-enti coppie di punti corrispondenti dei due 
piani si tagliano mutuamente (senza stare evidentemente in uno 
stesso piano), esse passeranno per uno stesso punto; sicché quei 
due piani omografici saranno sezioni della stella avente questo punto 
per centro. 

Analogamente si dimostrerebbe che : due stelle omografiche, 
nxerdl un fascio di piani uniti, sono prospetti re. 

Due forme di 2 11 specie omografiche, in ijuaiv/anuc loro posizione^ 
sono proiettive. È chiaro che basterà dimostrare questa proposi- 
zione per due piani omografici. Siano dunque TT e TT' questi piani. 
Dicendo A A' due loro punti corrispondenti qualunque, consideriamo 
la stella avente per centro un punto qualunque S della retta Ai' 
e proiettante il piano TT'. Questa stella taglierà un piano qualunque 
TT; condotto per A secondo una forma omografica (prospettiva) a TV 
e quindi anche a TT; e i due piani omografici TT e TT, avranno un 
punto unito A. Consideriamo in TT una punteggiata qualunque r 
passante per A : le corrisponderà nel piano omografico Tf t una pun- 
teggiata r ± passante per A e prospettiva a quella, cioè sezione di 
uno stesso fascio di rette. Sia S 4 il centro di questo fascio, e con- 
duciamo per r un piano qualunque TT 5 : la stella di centro S, pro- 
ietta TT, su TTj secondo un piano, che sarà omografico a TT ed avrà 
comune con questo-la retta di punti uniti r; onde, come vedemmo, 
i due piani TT, e TT saranno prospettivi. In conseguenza, dei piani 
TT' TT 1 TT 2 TT essendo due consecutivi qualunque prospettivi, TT' e TT sa- 
ranno projettivi. 
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Forme di 2 !L specie correlative. 



§ 57. Consideriamo da una parte un piano punteggiato e una 
stella di rette, dall'altra un piano rigato e una stella di piani. Una 
forma dell'una eoppia e una dell'altra possono esser poste in tale 
corrispondenza, che : 1° a quattro dati elementi dell'una forma cor- 
rispondano quattro elementi dell'altra, con la coedizione ohe tre 
qualunque defili elementi dati di ciascuna forma non appartengano a 
una forma di 1" specie; 2° ad elementi costituenti una forma di 
l a specie corrispondano elementi di una forma di 1* specie omogra- 
fica a quella. Infatti ciò fu provato per un piano punteggiato ed 
uno rigato ; ora ogni altro caso si riduce a questo mercè una o due 
sezioni. 

Due forme di 2' specie, così riferite l'ima all'altra, si dicono cor- 
relative o reciproche. 

Due forme di 2" specie correlative a una terza sono omografiche 
fra loro. E due forme, di cui una sia omografica e l'altra correla- 
tiva a una terza, sono correlative fra loro. 

La teoria compleiu deU'oiot.igi-aììu o pvojeU-iyiti'i dello forme di 1', 2" e 3" specie 
è dovuta principalmente a MiJOix.s, Slti/vr e C'Ti.o.jfe, tjui-a'nltiino espose, facen- 
done applicazioni svariate, il piiii'iipio >'!/ omogrnfìa , il quali: consiste in ciò, clic 
i le proprietà proiettivo di una figura non cessano 'li valere quando a questa si so- 
stituisca una sua. lìgnea- ooiogi'alica, <■■. Tale princiiiio è assai importati! r: ; in, ielle per- 
mette di dedurre irninc:ùlii.i.aii ionie dalle proprietà, ìirojettlvo 'li una iigura dotala di 
particolarità metrklie (v. pa.g. <i) quello di una ligure- omogralica più generale, cioè 
non avente quello particolarità ; eosì dalle proprietà proiettive del rettangolo, del 
circolo, dei cilindri, della sfera, si deducono immediatamente le proprietà del quadri- 
latero, delle sezioni coniclie, dei coni, delle snperlioio di 2° grado. 

Si osservi però elio già pi'ima dei li'e geometri nominali si conosceva, la teoria delle 
proiezioni, cioè di quel caso particolari; iloU'omogralia che costi i uie- co l'omologia o 
prospettività di due forme; anzi il l'oncclcl ;i teva desi inalo il suo Tratte des prò- 
prìétés projectives ilcs figure* n m.o^lraro appunto, coree questa corrispondenza tra 
due forme desse un metodo fecondo pur dedurrò da proprietà, di figure particolari 
quelle di ligure più generali. 

A Chasks e a Plìirfy.r è poi dovuta una teoria compie tu delle correlazioni o 

reciprocità- tra due piani o tra due spazi. Questa teoria, o l'introduzione che il PlUcìcer 

E. D'Ovidio — Farina m;»;,:;, fcij ro.iàxrnenioti. S 
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leu; delle loocditiate della l'olfa. ne! piano e (li c^inslb: del pian:) nullo spazio, paralle- 
lamente alle coordinate del punto noi piani) o nello spazio, posero in piena luce la 
leggo di dualità, che governa- tutta la, geometria proiettiva. La legge di dualità 
si può enunciare così: « 1" Ogni teorema ili girometri a proiettiva relativo al piano 
non cessa di valevo so vi si scantinano lo parole pKUto e retta (e quindi ji'tiUtr/giiitc. 
e fascio, luogo e inviluppo, eco,); 9° ogni teorema di geometria projettiva in ge- 
nerale non cessa di valere se vi .si. scambiano punti e piani fé quindi piani punteg- 
giati con piani rigati, stello di piani con stollo dì rotto, rotte punteggiate con fasci 
di piani, ecc.) • . 

Di questa leggo il lettore avrà già potuto osservare vari oasi particolari che ci si 
sono presentati. E non <■ difficile persuadersi che es^: vale in generalo, so si pon 
mente al fatto, ohe iu tutte lo dimostrazioni analitiche di teoremi progettivi si pò- 
ti'ohhero scambiare lo coordinate di punti colie coordinato di rette o dì piani. 

Una teoria più ristretta che quella della dualità o delle correlazioni, la teoria 
cioè dette polari reciprochi: {polarità rispetto ad una curva o superficie di 2° grado), 
aveva condotto sul principio del socel" i geometri della Scuola politecnica di Parigi 
e segnatamente il Toncdei, ad. applicare il metoiio uiiunciato por dedurrò da teoremi 
noti altri nuovi teoremi mediante scambi di parole. Ma al ' .hryunuc [AnnaÌM da 
Ma.ih.emutigij.es. XVII, X.V1II, 1827 e sog.) spetta il merito di avere esposta la legge 
di dualità in tutta la sua genera iit-'., indipendentemente òu qualsiasi trasformazione 
delle figure. 



Triedrometria e trigonometria sferica. 



| 58. Siano a b e tre rette di una stella. Ksse determinano tre 
piani bc ca ab, che indicheremo con a p f. Scegliamo le pagine po- 
sitive su questi piani, e quindi ie direzioni positive filile rette delia- 
stella a' t>' e' normali ai piani medesimi. Saranno anche afte nor- 
mali ai piani b'c' c'a' a'b', che indicheremo con a' 0' r r ; e quindi de- 
terinineranno le pagine positive su questi piani, il triedro che ha 
per facce gli angoli bc ca ab, e quello che ha per facce gli angoli 
b'c' c'a' a'b', si diranno supplementari o polari. (ìli angoli b'c' c'a' a'l>' 
saranno misurati dagli stessi numeri che i diedri fjf fa a@, formati 
dalle pagine positive dei piani a f! t ed aventi per spigoli a b o ; e 
gli angoli bc ea ab saranno misurati dagli stessi numeri che i 
diedri fSY f «' a'P' aventi per spigoli a' V c F . 
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Consideriamo una sfera che abbia per centro ì\ centro S della 
stella. Percorrendo le rette della stella a ... a partire da S nelle 
loro direzioni positive fino a incontrare la sfera, si individuano sulla 
sfera altrettanti punti A . . . Se una retta descrive un angolo piano 
ab nel verso positivo, il corrispondente punto della sfera descrive 
un arco di circolo massimo AB nel verso positivo. Quindi nel trian- 
golo sferico ABC i lati BC CA AB hanno le stesse misure degli an- 
goli ho ca ab, facce del triedro abe corrispondente a quel triangolo 
sferico. 

I triangoli ABC A'B'C si dicono supplementari o polari. Il se- 
condo ha per vertici i poli dei lati del primo, e viceversa. I lati 
B'C C'A' A'B r del secondo hanno le stesse misure degli angoli for- 
mati dai lati del primo. 

Nei piani p f tiriamo le rette d e 
normali a a, sicché gli angoli retti 
ad ae siano positivi (*); e tiriamo BJ) 
CE normali a a. Se si assume il raggio 
della sfera come unità, risulta 




SI) — cosab, 1>B = senab, 
SE ~ cosac, EC — senno; 

quindi projettando normalmente SB e 
SDB su e, abbiamo 

cosbe = cosab cosac -|- senati cosilo ; 

e projettando SC e SEC su <1, abbiamo 

cosdc — cosac. -|- senaccosae = senaccosde. 

Ma de — fly; quindi sostituendo concludiamo 

cosbo = cosab cosac 4- senab senac cosjìr. 



(*) Nella figura le pagine positive di $ Y si suppongono scelte in modo elle gli 

ìi.:igi;li al* ai' mìliti-., positivi. 
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Otteniamo così le tre importanti relazioni fra le facce del triedro 
; uno dei suoi diedri : 

cosile — cosca cosali — senca seriali cos[3y, 
cosca — cosai) cosile — senati senbe cosyci. 
cosab — eosbecosca — scnbcsenciicosaf!. 



Dalla prima si trae 

cosfÌY = - 
3 quindi 

sen 2 pT — 1 — cos'Py = 



acosab — cosbe 
sene a sena!) 



n^ab — (cosca cosali— cosile)'* 



a- 


-eort»)(l- 


■ liticali) - (cosca cosai» - - coglie. > : 






sen'ca sen'ali 


1- 


- costile — ■ co 


ì ; ca ■ cos'ali + :ii:ui'K''.''.'-cìi'"-aii 



onde 

$en 5 bc (senbosenca sanati}- 

Il 2° membro evidentemente non sì altera permutando a b e; e pero 
esso equivale anche a -\ l f- e -^kt:< Dunque avremo, in valore as- 
soluto, 

Ktìii^T __ senya senajì 

senile ™ senea senal) : 

vale a dire: f seni delle facce del Irìedro sono proporzionali ai 
seni dei diedri opposti. 

Noi dimostreremo in seguito {% 67) che questa proposizione è 
vera anche quando si tieu conto dei segni : ma nella triedrometria 
ordinaria, essendo le facce e i diedri che si considerano sempre com- 
presi fra e tt, e quindi avendo i seni positivi, basta considerare 
i valori assoluti. 

Da' calcoli ora fatti si ricava 

1 -|-2cosnc cosca cosali — cos'Ile— cosmea- -cos-ab — seircasen^ab sen 3 @Y- 
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Il secondo membro e il prodotto di tre seni quadrati, numeri che 
stanno ira e 1 ; dunque il primo membro è sempre compreso fra 
e 1 ; e però la sua radice quadrata può assumersi come seno di 
un certo angolo. Nulla impedisce dì definire questo angolo come 
il quantum del triedro abe (Stactot, 1842) ; sicché potremo porre 

sen 2 abc = 1 -(- 2cosbc cosca cosali — cos 5 bc — cos a ca — cos'ab 

1 cosab cosao 
cosba 1 cosbe 
cosca coscb 1 

e precisamente 

senabe = senbcsencasenafl — acuita senni) sen^T ^zsenabsenbc senta. 

Applicando le esposte relazioni al triedro a'b'c', e ricordando che 
a'b' = a^, . . ., ab — a r (5', . . ,, troviamo le seguenti : 

cospv — costa cosai* — seivrasenafìcosbc, 
costo — cosaPcospf — senafisenfÌT cosca, 
cosajì — cosPt costa — senfìtsentacosab. 

Qui possiamo porre 

sen'apt = 1 -\- 2cos|3t costa cosap" — cos'pt — cosata — oos*op, 

e precisamente 

senaj5t = senfltsentasenab rasenta serial senbe — senafSsenfìt senea. 

Sì noti che senabe mota segno se si scambiano due delle rette 
abe; onde 
senabe = senbea — sencab — — senaob =: — senbao — — ■ seneba. 

Si noti inoltre che senabe si riduce a zero, quando è zero uno dei 
suoi fattori senbc senca senab, o uno dei tre senflf senta sena(S; 
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ossia quando due delle rette a b e coincidono, e quando tutte tre 
sono di un fascio. 

Diviene; poi senabe uguale all'uniti), quando ciascuno di quei seni 
vale 1; ossia quando le rette a b e sono mutuamente normali, come 
pure i piani apy. Questo ò il caso del triedro tri rettangolo. 

Lo stesso dicasi di 



Se il triedro abe è rettangolo, e precisamente se i piani fi y sono 
perpendicolari in modo che sia l'angolo jì-f = — ; allora le prece- 
denti relazioni divengono 

cosbe = cosca eosab, 
senca — senbesenya, senato = senbcsenafJ, 
costo =: — sena^ cosca, cosap — — senia eosab. 

Tutte le relazioni dianzi dimostrate si applicano al triangolo sfe- 
rico ABC, bastando mutare gli angoli bc ca ab nei lati BC CA AB del 
triangolo. Ma non intendiamo qui sviluppare tutta la trigonometria 
sferica, benché in quelle relazioni vi siano già i fondamenti di essa. 

Torniamo a un triedro qualunque. Ed osserviamo che, se a" è la 
retta comune ai due piani perpendicolari a e «a', il triedro rettangolo 
a"ca da senca senap = sena"a := cosaa', potendo supporsi a'V = 2 - ; 
onde l'espressione ^Tilic^noasenctfS di senabe diviene senbc cosaa'. 
Avremo dunque 

senabe — senbc cosaa' =: senca cosbV = senab cosce'. 

Esercizio 1, In un triedro qualunque si ha 

cotbc senca -f coseacusoil + sen a f^ cotp-f — 0, ecc. 
Es. 2. In mi tvifìfli-o rei lai) golo sì ha 

— tgab = tgl)Ci;os*fa — salica tgop. 

— tgea — tgbc cosap ~ senati tgyct, 
eosbe = cotYa cotajì. 

Es. 3. Posto in un triedro qualunque bc + ea + al» = 2s, si ha 
sen 2 abc = 4seiissen(.s — bc)sen(s — ca)sen(s — ab). 
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Ea. 4. Posto inoltre pT + T« + "B = 3a - si ^ a 



3tl ( _B T J H en( o — fa) B en(o 



seiihc 


sencaseitab ' 


"""'-s, 


npy senya senop ' 




calibe 

soiiojÌY 


stufo e 


sene» 


senili» 
~" seriali ' 



Es. 7. Trovare pel triuiìro « pel triangoli; sforici) gli anìiloghi ilei teoremi di Ceva 
o di M.antlaii relativi . : .l tiiiinnolo l'etti lituo. 
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CAPITOLO VII. 



Spazio pixntoggiato. 



Coordinate. 



§ 59. Per individuare i punti dello spazio il sistema di coordi- 
nate più in uso è quello che dicesi cartesiano, non essendo che 
un'estensione dell'omonimo sistema pei punti di un piano. 

Fissiamo uh ponto nello spazio; e per questo punto conduciamo 
tre rette x y z, le quali non stiano in un piano, e quindi determi- 
nino tre piani distinti yz zx xy. Im- 
maginiamo lo spazio solcato da una 
serie di piani paralleli a yz, da una 
serie di piani paralleli a zx, e da una 
serie di piani paralleli a xy. Per un 
punto qualunque P dello spazio passa 
un piano di ciascuna serie ; questi tre 
piani secano rispettivamente le rette 
x y z in tre punti ABC, i quali in- 
dividueranno i tre numeri x y z, 
che misurano i segmenti Oi OB OC 
riferiti a una stessa unità lineare {o 
anche a differenti unità), quando su quelle tre rette si siano asse- 
gnate lo direzioni positive. Viceversa : dati questi numeri x y z, 
sono individuati i punti A B C, e quindi i tre piani per essi, ed il 
punto P comune a questi tre piani. I numeri x y z si possono dunque 
assumere come coordinate del punto P, e diconsi cartesiane o pa- 
rallele. 

Resta così provato che lo spazio punteggiato è una forma di 
3 1 specie. 
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Il punto dicesi origine -delle coordinate, le rette sjz ei piani 
yz zx xy diconai assi e piani delle coordinate. Quando gli assi (e 
quindi anche i piani) sono mutuamente ortogonali, le coordinate sì 
dicono ortogonali. 

Pei punti dei piani yz zx xy è rispettivamente & = Q, y = 0, # = 0. 
Pei punti di un asse sono nulle le coordinate relative agli altri due 
assi. Per l'origine sono nulle tutte tre le coordinate. 
Punti di eguale w sono in un piano parallelo a yz, eco. 
I tre piani coordinati dividono lo spazio in otto triedri. Le dire- 
zioni positive degli assi determinano quel triedro che contiene i 
punti dì coordinate tutte positive ; nel triedro opposto si trovano i 
punti di coordinate tutte negative; e negli altri sei triedri si tro- 
vano i punti che hanno due coordinate di un segno e una del segno 
opposto. I punti (x, y,z), \—x, — y, —z) sono simmetrici rispetto al- 
l'origine; e se gli assi sono ortogonali, i punti (a;, y,s), (— x, y, z) 
sono simmetrici rispetto al piano yz, e i punti (,-r, y, s), (x, — y, — z) 
rispetto all'asse x; ecc. 

1 tre piani coordinati e i loro paralleli pel punto P costituiscono 
un parallelepipedo, dì cui e l* sono due vertici opposti, il vettore 
OP è una diagonale, e A B C sono altri tre vertici. Se si projetta 
il punto P mediante rette parallele agli assi x y z sui piani yz zx xy 
nei punti I) E F, questi saranno i rimanenti 1 vertici del parallelepi- 
pedo. I punti OEF hanno ciascuno due coordinate comuni con P 
e la terza nulla. 

Le coordinate x y z di P misurano le projezioni OA OB OC del suo 
vettore OP sugli assi, fatto parallelamente ai piani coordinati. Esse 
misurano anche i lati della spezzata OATP e (salvo l'ordine) delle 
ì OBFP OBBP . . . 



§ 60. Noi abbiamo ridotto la determinazione dei punti dello spazio 
a quella degli elementi di tre forme di 1' specie, che sono le tre 
punteggiate sulle rette x y z, o meglio le tre serie (fasci) di piani 
paralleli a yz zx xy. Più generalmente: se consideriamo tre fasci di 
piani i cui assi non concorrano in un punto, per ogni punto dello 
spazio passa un piano dì ciascun fascio; e scelti ad arbitrio dei si- 
stemi di coordinate per i piani di questi fasci, le coordinate dei 
tre piani suddetti faranno da coordinate per il loro unico punto 
comune. 

Il sistema delle coordinate polari è il seguente: 

Sia un punto fìsso (polo), x una retta per esso (asse polare). 
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e g un piano per x (piano polare). Per un punto qualunque P passa 
un piano del fascio che ha per aascx; in questo piano esiste un 
fascio di rette che ha per centro e di cui una retta passa per F: 
e su questa retta esiste una punteggiata di cui P 
è un elemento. È chiaro che, scelti quei sistemi di 
coordinate che più piacciano per gli elementi del 
.. fascio di piani, del fascio di rette della punteg- 
giata, si ottengono tre coordinate per P. Sceglie- 
remo come tali : il numero <p che misura il diedro 
del piano xP col piano g, il numero 9 che misura 
l'angolo della retta OP con x, e il numero p che 
misura il segmento OP. 
Qui P è determinato come punto comune alle seguenti tre super- 
ficie (mutuamente ortogonali) : un piano per x, cioè il piano xP ; 
un cono di rotazione che ha per vertice e x per asse, cioè quello 
che passa per OP ; una sfera di centro 0, cioè quella di raggio OP. 




Baricentri. Punti di una retta o di un piano. 



§ 61. Siano P,(ìc, y, s,}, P 3 (a; 2 y s s s ) duo punti, e rn i m 3 due nu- 
meri (pesi) che annettiamo ai due punti. Il baricentro dei punti 
P, P 2 coi pesi m t m a è quel punto P(co y z) della retta P 1 P 1 , per cui 
PjP : P,P = — m a : m*. Ora progettando P, P, P in A, A, A sulla x 
secondo il piano yz, risulta anche AjA : A g A = — m % -. mi, onde A 
è il baricentro dei punti A d A, coi pesi m, m a ; e siccome OA, = %„ 
OA, = x„, OA = x, cosi avremo 



e per analogia 



fl 


fi!-. H" ÌÌUXa 




W, -j- m B 


m<iji + "Wa 


,_*i 



Ai valori di m i : m 5 corrispondono univocamente i punti P della 
retta P,P V E siccome le tre ultime equazioni equivalgono alle 



ts — Zi m, ' 
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così, eliminando — m a : m^ 



le due condizioni necessarie a sufficienti perchè i tre punti P P, P» 
siano in una retta. 

È chiaro che io queste condizioni si possono permutare comunque 
i tre punti. 

Ponendo m, + n *s= : & ì le forinole precedenti danno le quattro 
equazioni 

kai = m t x ì J rm ì x^ky = m ì y, J r m. ! y n , kz = m l z i -\~m t z v h=m l ~\-m ìt 

lineari omogenee nelle tre quantità ft m, m t ; prendendone tre per 
volta ed eliminandone queste quantità, otteniamo quattro determi- 
nanti nulli, che sono quelli estratti dalla matrice 



sopprimendovi una verticale alla volta. K basta ohe si annullino due 
determinanti, perchè si annullino tutti (*). Tali sono sott'altra forma 
le condizioni perchè i tre punti siano in una retta. 

§ 63. Sia P(xy z) 11 baricentro di tre punti V ì {oB i y i z,), P^a^y, z,), 
p s(^3 Vs s $) c °i P esi m \ m i m a- Segue da quel che abbiamo detto pel 
caso di due punti che 

ffltgj + m &t + mj&$ _Mi>Ji + -M'ijfi + «hì/a , __ m A + gagi + '"hH 

Se i tre punti P, P 2 P a individuano un piano, ad ogni coppia di 
valori di m, : m a , «l 2 : m 3 corrisponde un punto P del piano, e vi- 



(*) Purché l'anmiilai'si di qu'-a due non [.■rovènti dall'aimuìUi'.ii dei suddetenn' 
nanti (ti second'oivline furi (iati collo duo verticali chi: essi limino comuni. 
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ceversa. Or togliendo i fratti abbiamo le equazioni 

m A (x — #,) -f- m^x — x t ) -\- 7ì\{x — a; 8 ) = 0, 
"».(!* — Vìi + «hip — VÙ + «*s(Z/ — Va) = o. 
»»i(* - *tì + »»•(* - s») + "»»(* - *>) = 0; 

dalle quali eliminando i detti rapporti, otteniamo 



i V ~ Vi U — Vi 



come condizione perchè i quattro punti P P, P„ P a stiano in un piano. 

È chiaro che si possono permutare comunque i quattro punti in 
questa condizione. 

Le tre forinole che forniscono le coordinate del baricentro di tre 
punti equivalgono alie quattro seguenti equazioni 

hx = m^Xi -\- m a ir s -f- m s a? 3 , 
hy — m,!/, -|- m^, -j- m a y s , 
hz ~ m^j + m a s a + m 3 a 3 , 



dalle quali elimiuaudo h m 1 m s m a , troviamo 



come condizione perchè i quattro punti stiano in un piano. 

Del resto questo determinante non differisce dal precedente, com'è 
facile verificare. 

In particolare: tre punti sugli assi coordinati (p 0), {0 q 0), 
(0 r) individuano un piano, e ogni punto [ce y z) di questo piano 
verifica l'equazione 

; + t + 4=i. 
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Il baricentro P di quattro punti P., F s P 3 
i.j m i ha per coordinate 



'- :IU-,, + W;.i'.- :; + H(. v ;c.i 









P. ès. il centro delle medie distanze dei quattro punti è 

i(a?, + ìc, + ìc b + wj, Jfp, + y a + V* + lO. K^! + 3 3 + s 3 + a,) ; 

ed è facile vedere che per esso passano le quattro rette congiun- 
genti ì vertici del tetraedro dei quattro punti ai punti d'interse- 
zione delle mediane delle facce opposte, nonché lo tre rette con- 
giungentì i punti medi di due spigoli opposti del tetraedro. Le 
prime quattro rette si dividono mutuamente nel rapporto di 3 a 
1, e Ve ultime tre per metà. 

Ogni punto P dello spazio è baricentro dei quattro patiti V s P s 
P 3 P 4 con convenienti pesi, purché i quattro punti non giacciano 
in un piano. Infatti, se F(cc y z) è dato, abbiamo le quattro equa- 
zioni 

m,x, + «t s aij 4" w 3 ;c 3 + m 4 a; 4 — fc», 

«va 4- ri Wi 4- »*ii/» 4- m &k = k v- 

«1,2, 4" m s s 'a 4" m 3 3 3 4" m i s i ■= & 3 > 

hì, 4- m t 4- m s 4" m < = /; ' 

le quali individuano i rapporti delle quantità incognite wì, m., r,i, m„ 
(e ft). 

I rapporti di tre delle quantità m i m... m s m 4 alla rimanente pos- 
sono perciò' assumersi come coordinate dei punti dello spazio ; e 
tutte quattro le quantità costituiscono le coordinate haricantricke 
omogenee dei punti dello spazio, riferiti a un tetraedro P^PgP^. 

Esercizio 1. Ferelii' un punti! 1' -ia il h itili! mi ivo <li più punti P., Pj . . . coi pesi 
mi Wj . . -, basta che le pvojraioni di 1' sacomln tre giaciture ilivf-rso (non parallelo 

:a tre rette (distìnta o noi siano rispettivamente i "bari- 
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centri delle proiezioni di P, P 2 . . . coi pesi l»j « 2 . . . Allora lo stesso avverrà per lo 
promozioni secondo ogni giaoilnm a sopvn ogni retta. 

Se poi (j è un punto qual iniqui::, e sullo OP, QP. ? . . . (jP si portano segmenti 
proporzionali a r ni l .ty~P i , Wj.QP,, . .' ., —(ni, + m, + . . .)<JP, con segmenti equipol- 
lenti ad ossi si può formare mi poligono chiuso. 

Es. 2. Le co ordinili: '.:■ ha vi centri e ilo imioye.iiee di un punta sono proporzionali alle 
distanze del punti) dulie facce del tetraedri! dei qua tuo punti di riferimento, molti- 
plicato ]XT le aree delle facce stesse; ecc. 



Relazioni angolari, distanze, angoli. 



§ 64. Sìa r una retta per l'origine di tre assi xj». Scelta la 
direzione positiva sulla r, sia P un punto qualunque della retta, 
p — OP il vettore di P; e siano x = Oà, y = A.F, z = TP le coordi- 
nate di P. 

La projezione normale di OP su qualunque retta e eguale alla 
prelezione della spezzata OAPP ; onde progettando successivamente 
su xyz, abbiamo le equazioni 

Ìpcosxr — x -\-y COSxy -|- z cosxz, 

peosyr = iccosyx -\- y -f- scosyz. 

p coszr = x coszx -f- y 009/}- + z ; 

e progettando sulla r abbiamo l'altra 

f2] p = iKCOSrx -j-ycosry -)- scosrz. 

Sostituendo nella [2] i valori di cosrx cosry cosrz tratti dalle [1], 
troviamo 

pa ==a .(/p _|_ ycosxy -f- 2 cosxz) -j- y(;ccosyx -\- y -f- scosyz) 
-j- z{x coszx -f V coszy -f- %) i 
ovvero 

[3] p a = x i -j- V 2 + &* 1 + 2a;y cosxy -\- 2xz cosxz -f- 2ys cosjz ; 

formola ebe dà il quadrato del vettore di un punto, espresso me- 
diante le coordinate del punto. 
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Le fi] e la [2] Formano un sistema di quattro equazioni lineari 
omogenee in pxy z, e soddisfatto da valori non tutti nulli dì queste; 
quindi è 

cosrx cosry cosrz 



|4| 



cosxr 1 cosxy cosxz 
cosyr cosyx 1 cosyz 
□osar coszx coszy 1 



= 0. 



Questa è la relazione fra i coseni degli angoli di una retta r con 
i tre assi. Essa sussiste anche se r non passa per l'origine ; poiché 
per angolo di due rette sghembe si definisce l'angolo (costante) delle 
loro parallele uscenti da un punto. Sì può anche riguardare questa 
relazione come quella che passa fra' mutui angoli di quattro rette 
dì una stella o comunque situate nello spazio. 

Risolvendo le tre equazioni |1] rispetto a x : p, y : p, z ; p, tro- 



pj 



cosxr cosxy cosxz 
cosyr 1 cosyz 

coszr coszy 1 



1 


COSxr 


cosxz 


cosyx 


cosyr 


cosyz 


COSZX 


ooszr 


1 



1 1 


cosxy 


COSxr 


cosyx 


1 


cosyr 


| coszx 


COSzy 


C OS/1' 



I 1 COSxy COSX7 
| cosyx 1 cosyz 

| COSKC coszy 1 



Sia r' un'altra retta. Progettando su r' il segmento OP e la spez- 
zata OAFP, abbiamo la nuova equazione 



[6] pcosr'r = a;cosr'x -f-ycosr'y + xcosrV 

la quale con le |1] porge 



cosr'r 


cosr'x 


i-OSi-'y 


COSr''' 


cosxr 


1 


cosxy 


cos\/ 


cosyr 


COSJ \ 


1 


cosyz 



ooszr cos/x 
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In questo determinante cosr'r è moltiplicato pei' sen J xyj!, e quindi 
avremo 

cosr'x cosr'y eosr'z i 

cosxi- 1 cosxy cosxz| 

[7] cosr'r sen a xyz = — ; : 

cosyr cosyx 1 cosyz 

] cosar coszx coszj 1 

equazione che dà il coseno dell'angolo di due rette r e', espresso me- 
diante i coseni dei loro angoli con gli assi. 

Onde le due rette sono ortogonali, se e nullo l'ultimo determi- 
nante. 

Se P(x y z), ?'{af y' z') sono punti di due rette r r' per 0, e se 
OP = p, OP' = p'; sì ha dalla [6] e dalle [1] applicate alla r', 

pp'cosrr' =. cc{%' -\- y' cosxy -j- s'cosxz) -\- y(a/ cosyx -f- y' -\- s'eosyz) 
4- sjic'coszx -f- y'coszy -j- z') 
ossia 

[8] pp'cosrr' = ceti -f yy' -f zz' 

■ + fay' + iC'y)cosxy 4- fa;s' + «^)cosxz -f- (yz' + y'^Jcosyz. 

Quando gli assi sono ortogonali. !e esposto r dindoni sì semplifi- 
cano (poiché cosxy — 0, . . .), e divengono 

[l'| pcosxr = X, p cosyr — y, peoszr — 3, 

[3'] p 2 = tv* -\- y* 4- z"*, 

[4'] oos'xr -J- cos*yr + cos a zr = 1, 

L -' eosxr ~" cosyr """ coski - ' 

[7'J cosrr' — cosxrcosxr' + cosyrcosyr' -|- cosar cosar', 

[8'] pp' cosrr' = xx' ~\- yy' -\- zz'. 

Queste relazioni sono di uso frequente. Si aggiunga la seguente: 

I 1 cosrr' I 
sen' 2 rr' — == 

Icos'xr -j- cos 2 y r + costar, cosxrcosxr' -j- cosyrcosyr' -f- coszrcoszr'l 
jcosxr'cosxr -j- cosyr'cosyr -f- coszr'coszr, cos'xr' -(- cos'yr' -f- cos*&r'l 
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ovvero 

I cossi' cosyr coszr I 1 
[9] senW — 

I COSxr' cosjr' coszr' | 
od anche 

I cosxr cosyr I* I cosxr coszr I 3 I cosyr coazr | a 
sen*rr' = ~t" "~M 

| cosxr' cosyr' | | cosxr' coszr 1 [ \ cosyr'- coszr' j 

Se P l {x i y, sj, P s (it? 2 v% 2 2 ) sono due punti di una retta qualunque 
r, le projezioni del segmento P^, sugli assi x y z secondo i piani 
yz zx xy sono x, — x t , y 2 — y,, z s — z i ; e queste sono anche le pro- 
jezioni sugli assi di un segmento et] ni bollente a P 1 P 2 e uscente dal- 
l'origine 0. Quindi è lecito in tutte le precedenti relazioni mutare 
x y z in #2 — af 1 , ?/<, — jf„ z„ — z i e p in PjPj, conservando gli 
angoli. 

Ci dispensiamo dallo scrivere le nuove relazioni. Solo notiamo 
la seguente, che dà la distanza di due punti, e che si deduce 
dalla [3]: 

[10] p.P,' = [x, -»,)'-!- [y, - y,)' + [*■ ~ xtf 

4- 2(0^ — x L ) (y ì — yjcosxy -j- 2(a? 5 — a?J (3 S — sjcosxz 
+ 2(y a — y,} (« 3 — Sj cosyz, 

e in assi ortogonali 

1 10'] P d P s » = («, - flf,)» 4- ( Vt - Vì f + (s, - 3 ( ) 2 - 

Analogamente: nella (8| p p' possono indicare due segmenti su 
due rette qualunque r r', e x y z, ce' y' %' le projezioni di questi 
segmenti sulle tre rette x y z. 

| 65. Il secondo membro della [3] è una (*) forma quadratica 
di xy z, che incontreremo sovente, e che perciò indicheremo con 
<S>{x y z). 



(*) Una funzione iilsreSirku r;izi'Jii;iLj intoni omojfeivj; 1 . di più vari Libili dicesi forma 
algebrica di quelle vi>rkbili. ^ol-jikIjìvIiò lo vuriiiìiiU sìijw due, tre, ecc., la forma di- 
cesi binaria, ternaria,' ree. Il secondookò il suo ^railu nello variahili È uno, due, tre, 
ecc., la forma elicci lineare, iiua<ìratica, cubica, ecc. 

E. D'Ovidio — For,;w iiMì,\mrltìh,i [lìndammlalL 8 
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I secondi membri delle [1] sono forme lineari di xy z\ e sic- 
come esse sono le semi-derivate parziali della <t>(a: y z) rispetto a 
co y z, così le indicheremo con <bjx y 2), & t [a; y s), ^ 3 {x y z). 

Insomma porremo 

Q(xy z) = €e % -\-tf + s * + 2vC?/coskj-(-2ìC2COSxz -\- 2yacosyz, 
*t(;c y z) = x 4- y coskj- -)- « cosxz, 
(tjfa' y 3) = iccosyx -j- V + scosyz, 
*:,(,-£ ?/ a) = iceoszx -j- ycoszy 4- 2. 

Quindi le [1] potranno scriversi 

pcosxv = <t>i(x y s), peosyr = o a (a? y s), pcoszr = <t> : .(x y z), 

e la [3] 

p* = *(ar y z), 
e la [10] 

P 4 P 9 * = <f(a; s — a^, y £ — y,., 2 a — «J, 

Il secondo membro della |8j è una forma ullìneare di x y z e 

x'y' z'. Noi l'indicheremo con <t> , .), cioè porremo 
\x' y' z'j 

(co y z\ 

* , , , = xx 1 4- yy' +zz' 
\x' y' z'j 

4- {ccy' 4" x'y)aosxy 4" (**' 4" #'*) oosxz 4" (t/ 2 ' 4" V'%) oosyz ; 
ed è facile verificare che si ha 

l'x y z\ (x'y' z'\ lx y z\ 
4> * , . — * y » * ) = <$>(xyz), 

\x'y' z'j \as y z y \x y z j 

« , , ,) = cc<t> i (x'y'z') 4 yb^x'y'z') + zQ^x'y'z'). 
\x y z / 

Con questo la [8] diviene 
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Un'altra forma ternaria quadratica che ci occorrerà sovente è 
|0 « v w I 



V(u v w) = - 



1 cosxy cosxz 
cosyx 1 cosyz i 
coszx coszy 1 | 



che si sviluppa in 

^(m bm)=|1- cos a ya)u s -f- {1 — cos*xz)o 3 -|- (1 — co6 a xj-)w>* 

-j- 2(cosxz cosyz — cosxyjwu -j- 2(cosxy coszy — cosxz)mw> 
4- 2(cosyx coszx — oosyz)ìw. 

Denotando con I r| z i piani yz zx xy, e con x' y' z' le rette normali 
per a questi piani, otteniamo (§ 58) 

V(u vv>)=u ì sen'yz + w * sen a zx -I- wj 3 sen a xy -j- 2uv senyi aenzx eos£n 
+ 2i?wsenzxsenxycosnH + 2wnt3enxysenyzcosE£ 
= u 2 sen 5 yz -(-... 4- ^ictfseiiy/sen/xcosxY 4- - . - 

Indicheremo con V^u « to), V a (« « io), V a (u e io) le semiderivate 
parziali della fjuiiiii) rispetto a u v w. 
E considereremo anche la forma bilineare 

u' v' to' 

tu v w\ u 1 cosxy cosxz 

\u' v' va') v cosyx 1 cosyz 

w coszx coszy 1 

=a (1 — cos 3 ys)wu' + . . . 4- (cosxz cosyz ~ cosxy)(uv' 4- u'v) 4- . . . 
= uu' sen 9 yz 4- .' . . 4- (wV 4- u'v) senyz senzx cosEn 4- . . . 
= uw'sen a yz4-. - ■ 4-(iw' -\-u'v) senyz senzx cosx'y' +....; 

per la quale si verifica similmente che 



ju r w\ fu'v'w'\ fu V 1 

\u-i; ■".:■ ! \u v w \u v i 
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Con l'aiuto di queste notazioni, la [4] diviene 

V(oo8rx cosry oosrz) = aen*xyz, 

e la [7] 

l /cosrx cosry oosrz \ 

cosrr' = r-s-— Hi , , , 

senxjK \cosr'x cosry cosrz,' 

e le [o| ai riducono a 



f^cosrx cosry msrz) 'lyoo^rx. cosry oosi'H) "" 4' ;t (cosr\ cosry e 



a cosxx' = p cosrx', yemyy — pcosry', «cosz/' .-.- pcosrz' ; 

__ cosrx' _ cosry' _ cosca' _ 
■ J ■ ■ P — oosxx' ' cosyy' ' coszss' 

= senryz : senrzx. : senrxy : senxys 
_ senrE senvr) aenrE . 
~~ senxE ' senyri ' senzE 
Es. 2. So si pone 

*'{x y z) = x 1 + . . . + 2iCi/cos'x'y' + . . . — ce 3 + . . . 4- 2a;i/cQsEyt + , 
la relaziono [4] può scriversi 

0'(cosrx soìivz, cosry seu/x. cosrstseiixji = «en 2 xyz. 
» la [7] 



/ cosrxsenytf, cosry sen/\, cosi-/ scnxj \ 
sen-xyz cosrr' = o>' }, 

\cosr'x seiiy/ : cosr'y sen/x, cosr'zsonxy/ 

Es. 3. Nel piano pi] i iteriate e in coordinate cartesiano, si presentano due forni 
i-juacivariclic niiali.jjtho a LI e 'Ino qui ij.it voci otto, cioè 
IO « e I 

ti 1 + y~+ 2a^cosuj, — \u 1 cosui = « 5 + »>' 2 — Swwcobui. 



11 lettore no l'accia applica/;; nso, con la scorta del g 30. 

Es. 4. Per duo coppie di punti nello spsixij FI" o t}t}\ si ha (C»1W() 

i 1 li 

2PP'. QQ' coafPP', W)= 1 P<! 2 PQ™ L 

■1 FQ" F<H 
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Area del triangolo. 



| 66. Siano V l (w 1 y, arj, Pj(a; 9 y t «,}, P 3 (a? s y B ^ 8 ) i vertici di un 
triangolo. Progettiamoli secondo x sul piano yz in I) t l) a » s . Se x' y' v! 
sono le normali per ai piani yz zx xy, è evidente che i due trian- 
goli D,D a D,, PjPjP., hanno la stessa pro-elione secondo x sul piano 
yV, cioè la stessa proiezione normale su j'a'; onde questa proje- 
zione è espressa (§ 54) così da D^DsCosxx' come da P^jPjCosxr, 
se r è la normale al piano P,P a P 3 ; e quindi 



]>,D„T)„cosxx' : 



ì-'.l'W- 



Ma nel piano yz le coordinate dei vertici del triangolo DJ)^ es- 
sendo (?/, z t ), (y s Zi), (y s z~), possiamo ìipplicure la forinola del trian- 
golo nel piano uuut e agiato, ed abbiamo 



sarà dunque 



— Ky.Si^ÈCnyz (per brevità) ; 



(y^jlIìeny/eosM' = 2P I P, i P. J cosxr; 
e ricordando (§ 581 che senyzcosxx' = senxyz. 

aPjPjPg cosxr = (^2,1) senxyz ; 



e per analogia 

SPiPjPa cosyr = [z i x^ 1) senxyz, 2P,P a P 3 1 



= (tc 1 y 1 l) senxyz. 



Sostituendo queste espressioni di 2P i P 2 P 1 cosxr , 2P 1 P. i P 3 cosyr. 
2P 1 P i P 3 coszr nel determinante |4|-§64, dopo averne moltiplicata 

la 1" orizzontale e la l a verticale per —'-—f, otteniamo 



sotfxy* 


»i 2, 1) 


fco.1) 


(». ». 1) 


(M, z* !} 


1 


COSXJ 


COSXZ 


t*i v* ] ) 


COSJ'X 


1 


cosyz 


(Pi V, i) 


COSZX 


coszy 


1 
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I estraendo il 1° elemento da questo determinante, troviamo 



«{P^PJ = - 



o (Vi*.i) ^ì) C»iV.i) 

(y t 2 3 I) 1 cosxy cosxz 

(z, & ì l) cosyx 1 cosj'z 

{w i y z 1) coszx coszy 1 

dalla quale equazione sì ricava l'area del triangolo P,P ; P ; 
mediante le coordinato de' vertici. 
Può scriversi anche (§ 65) 

4(P i P,P I ) , = v((V J «,l) (3,^1) (^V.1)). 



Nell'ipotesi dì coordinate ortogonali, sì ha immediatamente 

P^jPgOOBxr = DjD^Dg = l(y, 3 S 1), 
PjPjPgCOayr = £(>i #i l)i 

P,P 2 P E coszv = KìCj y 2 1) ; 

quadrando e sommando queste tre eguaglianze, e ricordando che 

cos' J xr -j- cos*yr -j- cos'zr = 1, 
troviamo 

^PiP.Pg) 8 = (y t z^ lf + (s, a? s l) 3 + (ìc, y 3 l) s . 

Si noti l'analogia fra la forinola che nello spazio punteggiato 
esprime l'area del triangolo mediante le coordinate cartesiane dei 
vertici, e la forinola che nel piano (od anche nello spazio) punteg- 
giato esprimo la distanza di due punti mediante le coordinate car- 
tesiane dei due punti, 



Esercìzio. So Q, (as y z), % (ai ij e'), <{ 3 (a" >j" s") sono i vortici di 

y e 1 

tviìir.jjujj, si itovì! i;i-.iL]'j.L;'aij[i.Titij. scrivili Ji! (>i ?' 1) in luogo di y' tf 1 

,/' * i 






o!(p,r,r„ n,qM = f 



\ (s//l) (ufi) (»/l) / 
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Poiché (te,ifel) = 

<i ii'iVji'.wr.n. 



- 135 - 
ortogonali 

I «j — ats j/i — y a | 
-<%> lh — y»\ 



..., il 2° membro ài quest'ultima relazione 



j *i — ^ tfi — Sfe *i — *a | « — k 
I a^ — *a Vt — Vi 8» — Vi I !»' — «' 
■■: nniltìplioftiiiio pei: orizzontali dfrrionc 

I P,P a .q l Q a ooii(P i P 3 , QjQs) P^di' 
i PiPa^QsOOBCPjPs, Q 2 Q-,} P s P a Q s < 
e quindi (§ 65, Bs. 4) 

, j P t Qs a + PsQi* - PiQi 1 - PsQ 3 2 P a Q s ! 
* ] P,<y + F(V - V& ! - * 3 Q 3 » F.Qs 1 
(Uukjtic f maini ri :.;. UielOf'.'ili*.. Sf'^'dL Sjhvaloi-) 



6 P,P ( P : . (ISUÌ, «KPiP^,. 'MA) = - 



oobCPA <W I 
oob(FA QaQa) I' 

Olii 
1 l'.lj, 2 P,Q a ' P^ 5 
1 Psftt» P s <ìs a P a Q s 3 
1 P 3 Qi J P 3 Q/ PsV 



Volume del tetraedro. 



§ 67. Siano A B C D i vertici di un tetraedro, e indichi ABCD il 
numero che misura il volume del tetraedro rispetto a una certa 
unità di volume. Per un osservatore disposto lungo Io spigolo AB 
col capo in A e i piedi verso B, la direzione CD potrà apparire 
destrorsa e sinistrorsa; e noi nel primo caso assumeremo il numero 
ABCD positivo, nel secondo negativo fo viceversa). Da questa con- 
venzione segue immediatamente 

ABCD ~ — ABBC = — BACB — BADG , 
e ABCD = ACBB = ADBC : 
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ond'è chiaro che a quelle 12 permutazioni di A B C D che sono della 
classe di ABC1) corrisponde uno stesso segno, e alle 12 permuta- 
zioni dell'altra classe corrisponde il segno opposto. 

Questa convenzione mostra che, se un vertice passa da una al- 
l'altra banda del piano della faccia opposta, il segno del volume 
muta; e se il perimetro di una faccia si percorre in verso opposto, 
ancora il segno muta. Quindi nell'applicare il teorema « la misura 
del tetraedro è la terza parte del prodotto delle misure di una 
faccia e dell'altezza corrispondente », noi dobbiamo dare ai due fat- 
tori il segno che loro compete, per poter poi porre in relazione, 
quando occorra, vari tetraedri. 

Siano S A E C i vertici di un tetraedro, a I» e le rette cui appar- 
tengono gli spigoli SA SB SC, e a' b' ti le normali per 8 ai piani 
bc ca alt, giusta le convenzioni del § 58. 

Il volume del tetraedro S4.BC è la terza parte del prodotto del- 
l'area del triangolo SAB per la distanza fra C e il piano S\B; ora 
quell'area vale ^SA.SBsenab , e quella distanza vale SC cosce'; 
dunque 

SABC = | SA.SB.SC sena!) cosce'. 
Analogamente 

8BCA = Ì SB.SC. SA senbe cosaa', 

SCAB =\ SO.SA.SBseneacosW. 

Ma SABC =;SBCA — SCAB; quindi rimane dimostrata altrimenti la 
proposizione: 

senab cosce' = senbc cosaa' — senca coabb' , 

già data nel § 58. La presente dimostrazione ha il vantaggio di 
tener conto anche dei segni dei seni e coseni che figurano nell'e- 
nunciato. 

La medesima proposizione, applicata al triedro a'b'c', porge 

sena'!)' eose'c — senb V cosa'a = seac'a' cosb'b ; 

e quindi dividendo membro a membro risulta 

senal) __ senbc sene» 

sena'b' seiib'c' sonc'a' ' 
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senab senl)t senca 

seiiap ™ senfi-f seiifa ' 

con che il teorema dei seni esposto al § 58 rimano dimostrato 
anche quando si tien conto dei segni dei vari seni. 
Da queste relazioni segue poi 

8ABC=|SA.8B.SC.senal)c. 

Cerchiamo ora il volume del tetraedro, date ie coordinate dei 
vertici P t (a: 1 y 1 * 1 ), P s (a3a fo *»)i •',( a! aff8 s a)i P 4(#*V4#J- 

Prendiamo per lja.se dei tetraedro il triangolo PjP^P,,, e per altezza 
la distanza fra il vertice P t e il piano del triangolo. Questa distanza 
è la proiezione normale del segmento P.P.; sulla direzione r normale 
a quel piano, e quindi vale {§ 65) 

(as i — ajj cosxr -(- {Vi — y t ) cosyr -|- {z s — %ì) cosar. 

Moltiplicandola per P^P.,, si ha il triplo del volume del tetraedro; 
dunque 3 P,P„P,P< varrà 

(a?,— aj 1 )P i P 1 P 3 coBxp-f(^~y 1 )P 1 P a P a cosjr4-(« 4 — z l )V i VJP ì GOSzr. 

Qui sostituendo a PjPjP^cosxr,.., le loro espressioni trovate nel 
§ 66, risulta 6 P,P i P 3 P 4 espresso da 

senxyz [{co, — a»J tyfyl) + (y, — y t ) (3,^1) + {z A — z t ) (a^ljj, 



che è la formola cercata. 
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Annullando il volume del tetraedro, si ritrova la condizione 
perchè quattro punti stiano in un piano. 

Il volume del tetraedro che ha per vertici l'origine e tre punti 
Pj P,, P 3 è espresso da 



&\ y* 



Si noti l'analogia della forinola che esprime il volume del te- 
traedro nello spazio punteggi sito mediante le coordinate cartesiane 
dei vertici, con la formola che esprìme l'area del triangolo nel 
piano punteggiato mediante le coordinate cartesiane dei vertici (§ 31), 
e con la formola che esprime la distanza di due punti in una retta 
punteggiata mediante le ascisse dei due punti. 



Esi-:m'-jzjo 1. Per due terne dì rette al)u pqr si lia Ili- rel.az.unK' (Slanci-) 
I cosap cosaq cosar 
senatoc scnuqr = cosJip oosb^f oosfcr 
1 coscp cosc(| coser 



..Si può dimostrai-i; supponendo 1' 
gonali X J z : allora senahe niisur 
tice in e gli altri tre vertici 

avranno per coordinati; i coseni do 



ci rotte passare per l'orìgine di tre assi orto- 
il sestuplo volume del tetraedro eie ha un ver- 
gile a 1> e a distanza 1 da , i quali vertici 
al) (■■ con gli assi; sicché 



cosa* eosaj cosa./ 
cosbx co sii y cosi)/ 
co sex cosey cose/ 



cosnx cos]*y eosnz 
cosqx cosqy cosqz 
cosrx cosry cosrz 



ìr.olnplka-ido. ed osservando elio 

cosax cos])x + eosay cespy + wsaz cospz = cosap, ecc., 

si ottieni; la relazione enunoiitta. 

Es. 2. L'analogo determinante per due quaterne di retti; è nullo. Infatti, quel 
determinante di 4° ordine si può considerare come il prodotto per orizzontali di due 
matrici a 4 orizzontali o 3 verticali. 
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Es. 3. Per due tetraedri si ha 



■ws.i. 1 ,^!':,!*,,. ((,((,<(..,<;, 



1 


1 


i 


! 


i PiV 


IV!,' 


IMI 


i'i<! 


i r,V 


l',<!." 


P.<!.' 


'':<( 


i W 


iMh- 


I'ìIV- 


r,Q 


i p.V 


r,<i=- 


V.(!:> 


l'Q 



Hi ilim'jsti'ii in imylo iinuloa'o all'Es. 5 § 31. 
In particolare 



I 1 

1 PJV 
1 V S F^ 

l PJV P 3 P, S 

1 P 1 P 1 J p 4 p a ' 



l'il'r 

P:ìP-. : 



Es. 4. Il determinante analogo n (jiiest'uliivn..', ly l'inalo per cinque pirati deilo 
spazio, è nullo; il die dà una pjlazi'jne ir.i i *utódra'.Ì delle mutue distanze di cinque 
punti [Cayìey). 



Trasformazione di coordinate. 



§ 68. Siano xyz le coordinate di un punto rispetto atre assi; 
e siano X Y Z le coordinate dello stesso punto rispetto a tre nuovi 
assi paralleli ai primitivi, e passanti per quel punto che ha per 
coordinate aie rispetto ai primitivi assi. Sì ha manifestamente 
(come al § 32) 



[1] cc=X-\ 

i viceversa 

X— 05- 



"&> 
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Siano invece ? 




X y. '/, due terne di assi aventi la stessa ori- 
gine 0; e le coordinate di un punto P 
siano scy z rispetto alla prima terna. 
X Y Z rispetto alla seconda. Tracciate 
le due spezzate OAFP OA'F'F, che 
hanno i lati misurati rispettivamente 
dalle coordinate x y z e. X Y Z\ sap- 
piamo che le proiezioni normali delle 
due spezzate su una retta qualunque 
sono eguali. Se s' y' a' sono le normali 
per ai piani yz zx xy, projettando su 
esse avremo 



ìccosxx' = XcosXx' -[■ Fcosl'x' -j- ZcosZx', 
|2"| ycosyy' = XcoaXj' -\- yoosTy' -\- ZcosZj', 

SCOSz-i' =: XcosXz' -|- FcosYz' -j- 2cosZz F ; 

le quali equazioni costituiscono la sostituzione atta ad esprimere 
x y z mediante X Y Z (*). 

Che se la 2" terna di assi qui considerata avesse invece per ori- 
gine il punto (fl ti e), basterebbe nei secondi membri delle [2] ag- 
giungere aie; come provano le |1|. 

Le sostituzioni ora trovate pel passaggio da un sistema di 
coordinate cartesiane ad un altro, sono lineari; e però mediante 
esse ogni funzione di a: y z si trasforma in una funzione di X Y Z. 
di forma in generale diversa dalla prima ; ma (come al § '32) è 
chiaro che, se la prima funzione è di un certo grado in xy z, la 
seconda sarà dello stesso grado in X Y Z. 

1 nove coefficienti di X Y Z nelle equazioni [2] non sono indi- 
pendenti; poiché i tre coefficienti di X, essendo i coseni degli an- 
goli della retta X con le x r y' z', sono legati da una relazione 
Linaiola alla [4] § 64 applicata a X. e quindi dipendono da due 
soli parametri indipendenti: e lo stesso dicasi dei tre ooefficienti 
di Y e di quelli di Z. Onde la sostituzione [2] dipende da sei pa- 
rametri arbitrari. 



r) [iKlici-uiilo con E r\ l i piani yz zx xy, nelle |'2J invece ilei 
ijity.!i)im'|i de' -oni, ossami o cossi:' — sciin;, oosX.n' senXE. eee 
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È ovvio il caso che cos'i i primitivi come i nuovi assi siano orto- 
gonali. Allora x' y' z' coincidono con xj«, e le [2] divengono 

se = XcosXx -f ZcosXx -\- ZcosZx, 

[3] y = XcosXy 4- FcosYy -f ^cosZy, 

Z — XcosXz 4- FcosYz -|- -?cosZz. 

Fra i nove coseni che qui entrano passano molte relazioni. In- 
fatti, riferendo ciascuna delle X Y Z ai tre assi ortogonali x y z, si 
ha (| 64) 

COS^X 4- COS^Xy -\- COS 3 Xz = 1, 

cos a Yx 4" cos s Ty 4" cos*Yz = 1, 
cos s Zx 4' cos'Zy 4" cos'Zn ~ 1 ; 

ed essendo le X Y Z mutuamente ortogonali, sì ha 

eosYx cosZx -\- cosYy cosZy 4~ cosYz cosZz = 0, 
COSZx eosXx 4- cosZy cosXy 4" cosZz cosXz = D, 
COSXx cosYx 4- cosXy cosYy -|- cosXz cosYz = 0. 

Del pari, riferendo ciascuna delle x y a agli assi ortogonali X Y Z, 
si ha 

cos s xX 4- cas 9 xY 4~ eos'xZ = 1, 

COS 5 yX 4- cos*yY 4- COS^yZ = 1, 

cos 2 zX 4- cos 9 zY 4- cos 2 zZ = 1 : 

ed essendo le x y z mutuamente ortogonali, si ha 

cosyX coszX 4- cosyY coszY 4- cosyZ coszZ = 0, 
coszXcosxX 4- coszY cosxY 4- coszZ cosxZ = 0, 
cosxX cosyX 4- cosxY cosyY 4- cosxZ cosyZ = 0. 

È chiaro che, di queste 12 relazioni, le prime (i esprimono tutte 
ìe condizioni imposte e sono indipendenti ; mentre le altre sono 
conseguenza di quelle. Avendosi 6 relazioni indipendenti fra i 9 
coseni, la sostituzione [3"[ dipende solo da 3 parametri. 

Esercizio 1. Se l'origine non si cambia e i triedri xyz XYZ sono eguali (con- 
gruenti), anche senzii u-ssoio i.rìi.vttisii^oli; iillorn ì piani rispijuivrt monte pcrpendi- 
colmi ai piani degli angoli xX yY kZ lungo le ljiietmri di questi angoli hanno co- 
mune una retta; intorno alla quale facendo rotare il triedro xyz di un eerto angolo, 
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■esso viene a coincidere con XYZ. In eueste casu Li. so.-itituziono dipende da tre pa- 
rametri, quali sarebbero gli angoli dui. piano xy coi due xX yX e l'angolo di xX 
con X¥. 

Es. 2. Quando si passa da assi ortogonali ad assi ortogonali con la stessa origine; 
detta Si la retta dei piani xy XV, si possonu assniiii'iv oonie parametri della sosti- 
tuzione i ira angoli <p = XX 1? ip = Xx„ e = zK. Allora i triedri xX.Xj, xYx lt ... 
forniscono i nove cosuni eoiX.x, cosYx,... in funziono ili <p i[» 8; e sostituendo, si ot- 
tengono le forinole dì Eulero: 

x = X(cos6senipaenijj 4- ooapooeni) + licosa senipcosip — cosipsemp) + ZsenQsenqj. 
y = .X(eos6eos<pscnui — seno? eosip) + F(cos9eos<pcosuj + semp semp) -f Zsene costp, 



Alle stesse si perviene pacando dagli assi x y / a x, j^ z, essendo nel piano xy 
y t la normale a x £ ; poi da questi agli assi \. Vj Z, essendo Vi normale a Xj nel 
piano XY; ed infine agli assi X Y '/.-, pei quali tre paraggi servono le formolc del 
§ 32 (prima delle [5] ). 

Es. 3. La sostituzione |2J trasforma la net;' funzione 

** + V* + * a + 2a:;(/co3xy + 2«.?co5Xfc + 2i/#co5J'z 
nell'analoga 

X J + T' + Z , + 2XreosXY 4- 2X2cosXZ -f 2rZcosYZ. 

E la sostituzione [3j trasforma 

■e' + y. + & h, X *+ ¥■> + Z*. 

Es. 4- Dicesi ùrtoijonaìc una sostituzione lineare omogenea 

x = a,X+b l Y+c i Z, y = n,Z + h t Y +. e a Z, s = «.2C + 4 a r + c,£, 

se trasforma «s* + y 1 + a 5 in X 3 + T* + Z*. 

Fra' 9 coefficienti, passano moke relazioni. P. es. : 

% 2 + «a a + «a ! = I. V + ù i 9 + V = '. e i 2 + c a 3 + <&* = !» 
«A + «s&ì + «A = 0, «A 4- %c 3 + «363 = 0, 6,0, + 6 2 c 2 + 63C3 = 0. 

Da queste si ricava la sosvitnzione inversa 

X := «[itj 4- a& + flgS, T — 6 t fl! + Sjy + fyp, Z = c,ìc + c,j/ + c^ ; 

dalla qualu sì lìaono le relazioni analoghe 

Oi s + *i a + e? = l, af + b? + e t * = l, V + V + Ca* = 1> 
w f a 2 + & t 6j + 0|C S = 0, «i» 3 + bj) s 4- CiCs ~ 0, a&a + 6 3 6 3 + %c 3 = 0. 
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Dicendo ; il ir.'.jiìulj della -.H-ìiu^ione, si ìi n. 

I = a a B s & = ± 1, 

I "3 63 e 3 I 

b&t — È^ = E»,,.... 

Bs. 5. In gerì f Tale mia sosti tn zi ime lineare Mirifico ne a 

<» r = Orit/i + «rate + ■ • • + a n ay n (per r = 1,2,... «) 
dicesi oi'loymmk, se in virili di essa si ha identicamente 

a* 1 + «»* + ... ■+ a*" = y? + y a a + . - . + »„*. 
Allora si Inumo le relazioni 

%<■' + V + ■'.. + "„,- = 1, «iA, + o»%, + . - - + a nr a IÌS = (s 5 r), 

y t = o if a!i + t^c, + . . . + o,^, 

«fi* + ■»„' + . ■ - + «™ 5 — 1, OfiOa + « rt " J2 + - ■ ■ + «„«„ = 0, 

I «11 ■ «i, | 
modulo = . . . = + 1, 



Bs. 6. Il deten innante modula '.lolla sostituzione ,2| equivale a 

senX I'Z senx'y'z' , 
cosxx' cosyy' coszz' ' 

<> poichì' il denominatore «qiùvuk a H'jnxyiisoirx'j'V; il dotto modulo si riduco il 

-. \ W 

| 69. Siano x y z tre assi ortogonali ; e consideriamo il sistema 
polare che ha l'origine per polo, la z per asse, e xz per piano 
polare. Se xy z e p 6 <? sono le coordinate cartesiane e le coordi- 
nate polari di uno stesso punto P riferito a quei tre assi ed a quel 
sistema polare, progettando normalmente OP sui piano xy in OP, si 
ha OF = OPsen0; e quindi eguagliando le proiezioni di OP e OF 
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su x e su y, risulta 

x = psenQ coscp, y = psenB sentp. 
Proiettando poi OP su z, si ha 

5 = pcose. 
Così si esprimono asy z in p e <o. Viceversa: 

p = \Z& -\- y* + z\ 



' V'^ + ^ + s 



Equazioni di luoghi (superficie e linee). 



| 70. Fra le tre coordinate di un punto dello spazio, p. e. fra 
le coordinate cartesiane so y z, pongasi una equazione. Ogni coppia 
di valori reali di % e y individua un punto nel piano xy. Suppo- 
niamo che, per quelle coppie che individuano punti di una data 
porzione del piano, l'equazione determini uno o più valori per z, 
e quindi un punto o un gruppo di punti discreti. Se, variando x 
e y con continuità, anche i detti valori di z variano con continuità., 
noi avremo altrettanto serie doppie continue di punti, le quali for- 
meranno una o più superficie ; e queste costituiranno il luogo dei 
punti, le cui coordinali; soddisfanno la data equazione. 

Viceversa : se i punti di una o più superficie, e solo essi, veri- 
ficano una condizione, che possa venir tradotta in una equazione 
fra le tre coordinate di un punto; questa è l'equazione del luogo 
di quei punti. 

Se nell'equazione non figura una coordipata, p. e. 3; allora nel 
piano xy i punti soddisfacenti all'equazione formano una linea ; e 
z essendo libera, tutti i punti di quelle rette che sono parallele al- 
l'asse z sì appoggiano alla detta linea formeranno il luogo. 
Questo i; dunque un cilindro, con le generatrici parallele all'asse z. 

Se nell'equazione entra una sola coordinata, p. e. x; allora essa 
determina un gruppo di valori di os, e quindi il luogo si compone 
di un gruppo di piani paralleli al piano yz. 
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Quando fra le tre coordinate si hanno due equazioni ; se ciascuna 
determina come luogo una superficie, il loro insieme determinerà 
la linea comune alle due superficie ; e questa sarà il luogo dei punti 
le cui coordinate soddisfanno ad entrambe le equazioni. 

Viceversa: se i punti di una linea, ed essi soli, verificano delle 
condizioni che si possano tradurre in due equazioni fra le coordi- 
nate di un punto qualunque della linea, queste due equazioni rap- 
presenteranno analiticamente la linea (*). 

Conviene classificare e denominare i luoghi (superficie e linee), a 
seconda dei caratteri delle loro equazioni in coordinate cartesiane. 
1 primi che si presentano sono i luoghi superficiali rappresentati 
da equazioni algebriche di 1°2°3°.. . grado, e che perciò sì dicono 
superfìcie algebriche di 1° 2" 3" . . . grado; nonché le linee rap- 
presentate da due di tali equazioni. 

Tre equazioni fra le tre coordinate determinano in generale una 
o più terne di valori delle coordinate, e quindi uno o più punti, 
Questi sono reali, se i valori corrispondenti delle coordinate sono 
reali ; e sono immaginari, se qualcuna delle coordinate è immagi- 



II piano come luogo di 1° grado. 

§ 71. L'equazione generale di 1° grado in coordinate cartesiane è 

[1] ax + by + cz -f- d — 0; 

ove ab e d sono numeri dati, che supponiamo reali, e che possono 
in parte annullarsi. 

Se e non è zero, per ogni data coppia di valori reali di x ey la 
equazione individua un valore di z e quindi un punto del luogo. 



(*) Può accadere poro die una linci', non sì possa, ottenere che come parte della 

intersezioni; (li due superlkio; allora, essa non si potrò- più rappresentare con due 
equazioni, ma l>:nsì «ni tri; equa/, ioni ili s a p ertici e passanti per essa. 
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Se V i (a; t y i z i }, P 2 (% y 3 # a ), P s {& 3 y 3 a 3 ) sono tre di questi punti, 
si ha 

accy -\- by t + cs t -\- d = 0, 

a# a + by 3 + ex, -+- d = 0, 

ttitfg + &y 3 -j- c« a + e! = : 

le quali equazioni e la [1] sono lineari omogenee in a b e d e coe- 
sistono per valori non tutti nulli di queste ; onde sarà 



I ^ 3 y B 3 3 1 

Ora scegliendo nel piano xy i tre punti (a?, y ± ), («»!/»), (ìc 3 y 3 ) non 
in una retta, neanche i tre punti P, P 2 P 3 saranno in una retta; e 
l'ultima equazione esprimerà la condizione perchè il punto {xyz) 
stia nel piano individuato dai tre punti P, P 2 P 3 {% 62). In altre 
parole, essa sarà l'equazione del piano per questi tre punti. 

Dunque: il luogo determinato dalla equazione di i" grado [1] 
è un piano. E viceversa. 

L'asse x ha comune col luogo il punto per cui y =z e z = 0, 

e quindi ax + d = °> x — ~ -rS l'asse y il putito I 2=0, #=0, 
y = — — 1 , e l'asse z il punto ( x = 0, y — 0, « = — — j . 
Posto 

onde 



a [1] diviene, se d non è zero, 
PI T+£'H 



ed è l'equazione del piano che determina sugli 
p q r. 
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L'equazione generale [1] non dipende da' quattro coefficienti 
& b e d, ma dai rapporti di tre di essi al rimanente. Quindi un 
piano può essere assoggettato a condizioni tali, che possano tradursi 
in non più di tre equazioni fra 1 rapporti di tre coefficienti al ri- 
manente, ossia in tre equazioni omogenee nei quattro coefficienti. 

Il piano avente per equazione la [1] ha comune col piano xy una 
retta; pei punti della quale z = 0, e quindi ax -j- by -j- d — 0. 

E la equazione 

ax -\- by + d — 

rappresenta il piano passante per quella retta e parallelo all'asse z, 
poiché essa non contiene la z (o auehe perchè per questa equa- 
zione r riesce infinito). 

Analogamente per le equazioni ax -\~ cz -\- d = 0, by -|- cz -f- d = 0. 

L'equazione ax-\-d = $ rappresenta un piano parallelo a yz. E 
cosi via. 

Se nell'equazione [1] manca il termine noto d, il piano passa per 
l'origine, 

Se un piano passa per un punto dato (tCj y, ?J, la sua equazione 
può ricevere la forma 

a{x~ osj + b(y — y,) -f c{z — «^ = 0; 

e variando i coefficienti a b e, o meglio i rapporti di due dì essi 
al rimanente, questa equazione può rappresentare i singoli piani 
pel punto (a;., y, 3 1 ), i quali formano una stella. 

Se nella [1] i coefficienti ab e decrescono indefinitamente mentre 
4 resta finito, i segmenti p q r crescono indefinitamente, cioè tre 
(non in lìnea retta) e quindi tutti i punti del piano vanno a di- 
stanza infinita. Ciò sì esprime dicendo che, per ab e nulli, la [1] è 
l'equazione del piano all'infinito. 



Fascio di piani. 

ì 72. I punti della retta comune a due piani TT TT' di equazioni 
ax + by -j- cz -f- d = 0, a'cc -f- b'y -\- c'z -f- d' = 0, 
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sono quelli le cui coordinate soddisfanno a queste due equazioni. 
Tali punti soddisfanno anche ad una qualunque combinazione li- 
neare delle due date equazioni, qua! è 

\(aco -\- by -\- ex -{- d] -\~ \x[a!x -j- ì>'y -\- c'z + d') = 

ovvero 

(\a + pg)a + (U + 0)y + (Xc + \i&)z + (\d + \xd') = 0. 

Qualunque siano X e u, questa equazione rappresenta un piano ; e 
variando il rapporto \ : u, può rappresentare i singoli piani del fa- 
scio determinato da TT e TT. 

Per un piano mobile TT" del fascio il corrispondente valore di A : u. 
è uguale al rapporto senTT"TT' : senTT'TT moltiplicato per un fattore 
che non varia col variare ài TT". 

A. valori opposti di \ : p, corrispondono due piani del fascio armo- 
' nici con TT e TT'. 

Per \ — e fi ^ 0, si ha TT'. Per \ 5 e u = 0, si ha n. 

Passa per un punto dato (ce' y' z') quel piano del fascio per cui 

\{ax' 4- W + cz ' + <*) + n(o'#' + &V + c'z' + d ') — °j 
e che quindi ha per equazione 

gg + % + ^ + d _ o'g + ì';/ + e f g + d' 

«;t' + b(/ + a' + d a'x' + b'ij + cV + d' ' 

È parallelo all'asse delle x quel piano del fascio per cui 

a\ + a'ìi — 0, 
ossia il piano 

[ba'\v + [ca']z + [da'] = 0. 

Similmente sono paralleli agli assi y z i due piani 

[ab']x + [cti']z + [dì/] — 0, \aa']x + [W]y + [de 1 ] = 0. 

I punti comuni a' due piani TT TT' sono all'infinito, quando nelle 
ultime tre equazioni sono nulli j coefficienti delle coordiuate (poiché 
solo allora esse rappresentano il piano all'infinito) ; dunque ì due 
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piani sono paralleli quando si verificano le due condizioni 



cioè quando i coefficienti delle coordinate nelle loro equazioni sono 
proporzionali. 

Ciò si vede anche osservando che due piani paralleli staccano 
dagli assi segmenti proporzionali. (Se l'origine è in uno dei due 
piani, occorre prima portamela fuori mediante una semplice tras- 
lazione degli assi). 

Di qui segue che i rapporti di due dei tre coefficienti a & e al 
rimanente individuano, non questo piano, ma la sua giacitura: e 
si possono quindi chiamare le due coordinate di quella giacitura. 
Od anche possiamo assumere ab e come le tre coordinate omogenee 
della giacitura. 

I due piani TT TV coincidono quando 



Equazioni di una retta. 



| 73. Le equazioni di due piani TT e TT', o anche due combina- 
zioni lineari di esse, considerate come coesistenti, sono soddisfatte 
da tutti e soli i punti di una retta ; e quindi sono le equazioni 
della retta come luogo di punti. 

In particolare : se una retta è individuata da due punti {cc i y i z t ), 
{x^ Vs «,), è ^chiaro che passano per la retta e sono paralleli agli 
assi x y z i seguenti piani 



e quindi due di queste si possono assumere come equazioni della 
retta. Scriveremo più brevemente 
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Di qui segue che le equazioni di una qualunque retta r pel punto 
(x i y, z t ) possono ricevere la forma 



e variando l m n, o meglio i rapporti di due alla terza, si hanno 
le singole rette della stella che ha per centro il punto {x, y i s A ). 

Se gli assi sono ortogonali, detta p la distanza dal punto fisso 
("'"i Vi ~J a ^ punto mobile (a? y z) di r, si ha dalle [5']-§ 64 e dalla 
osservazione fatta in fine di quel §, 



cosxr cosyr coezr ' 

onde, paragonando con le equazioni precedenti, risulta 



s-xr +c»s-'yr + eos 1 /f _ >■ 



Se gli assi sono obliqui, si ha invece dalle [5]-§ 64 



x- 



\ cosxr cosxy cosxz 1 " 

cosyr 1 eosyz j 
! coszr coszy . 1 i 



1 cosxr. cosxz 
cosyx cosyr cosyz 
coszx coszr 1 



1 


cosxy 


cosxr 1 


COsyx 


1 


cosyr 


COSZX 


coszy 


coszr 1 



e quindi l m n sono proporzionali a questi tre determinanti, che 
sono lineari e omogenei in cosxr cosyr coszr. 

Viceversa: essendo Imn proporzionali a x — x t y — y i z — z ir 
si ha dalle [l]-§64 

cosxr : cosyr : coszr 
= ; 4" mcosxy -f- «cosxz : icosyx-p m-\- ncosyz : Zcoszx + mcoszy -f~ n. 
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Possiamo scrivere più brevemente, giusta il § 65, 

[ : ni : « = ^(cosxr cosyr coszr) : \y 2 (cosxr . . .) : ^(cosxr . . .) , 
e 

eosxr cosyr coszr senxyz 

*i(*n>«) ~ s {ìmn) ~ 4> s {lmn) ~ ±y^J^y 

Per un sistema dì rette parallele non variano eosxr cosyr coszr; 
e quindi l tn n mantengono costanti ì mutui rapporti. Dunque i rap- 
porti di due dei numeri Imn al terzo si possono definire come le 
due coordinate di una direzione, e Imn come le tre coordinate 
omogenee della direzione stessa. 



Stella di piani. 

§ 74. Tre piani n TI' TI" di equazioni 

acc -\-oy -\- oz + d = 0, a'x -]-...= 0, a"x -\- . . . = 0, 

hanno comune il punto le cui coordinate soddisfanno le tre equa- 
zioni, cioè il punto di coordinate 

_ [d V e"] _ [ad'<f] _ _ [ab'd"j 

X ~ [oVrfT y ~ [aVd'Y S ~ lab'c"Y 

Se il denominatore è nullo, cioè se 

[a V e"] = ; 

il punto va all'infinito, le tre rette in cui si tagliano i piani a due 
a due sono parallele, e i tre piani t'ormano la superficie laterale di 
un prisma. 

Se oltre al denominatore sono nulli i numeratori (per il che basta, 
sotto certe restrizioni, che sia nullo uno di essi); x y z sono inde- 
terminate, e ogni terna di valori di esse che soddisfi due delle tre 
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equazioni soddisfa pure la rimanente; e però la retta comune a due 
piani sta sul rimanente, ossìa i tre piani appartengono a un fascio. 
Il criterio analitico, perchè i tre piani TT TT' TT" appartengano a un 
fascio, consiste dunque nell'annullarsi del determinante [a b' e"] e dì 
un altro determinante dì 3" ordine della matrice (*) 



i" b" e" d" 

e quindi degli altri due. 

Del resto, lo stesso risulta dalVosservare che, nel caso in cui i tre 
piani formino fascio, l'equazione di uno di essi deve ridursi ad una 
e orniti nazione lineare dì quelle degli altri due. 

Caso più particolare ancora è quello, in cui ogni terna di valori 
di x y z soddisfacente una delle tre equazioni soddisfa le altre due. 
Allora i tre piani coincidono, e i coefficienti omologhi delle tre equa- 
zioni sono proporzionali. 

Se i tre piani Ti TT' TT" hanno un sol punto comune, è chiaro che 
una combinazione lineare delle loro equazioni, cioè 

X(<w + ... )+|*»'«> + ...) + v(a»fl! + ...) = 0, 

rappresenta un piano che passa pel punto comune ai tre dati piani; 
e, variando i due rapporti \:v, n. : v, può rappresentare i singoli 
piani della stella. 

Fra questi si può cercare; quello che passa per una retta indi- 
viduata sia da due punti sia da due piani ; quello che è parallelo a 
un piano dato, ecc. 

§ 75. Quattro piani TTTT'TT'Tr'", le cui equazioni siano 
ase + - ■ - — 0, a'cc -j- . , . = 0, a"x -j- . . . = 0, a'"x + • - . = 0, 



(*) Se il determinante che si annulla insieme con [a b' e"] ò p- e. [et b' d"], ci 

vuole otteshi frai.rinii.ine: che nei: statuì nulli i determinai) li 'li 2 1 ' oi/dine della ma- 
trice n , dal che seguirebbe che [a V e"] e [a ÌJ d"] sono nulli, ma non 
[ad d"] e [b o' d"] in generale. 
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non appartengono ad una stella, ossia non hanno un punto comune, 
se non quando si verifica la condizione 

[o v c a'"] = o. 

Se i quattro piani non appartengono a una stella, una combina- 
zione lineare delle loro equazioni, cioè 

X(^-|-...) + M(tó+'-')+v(a"*-r- ■ .) + "(*"'» +■•■) = 0, 

al variare dei rapporti di tre delle quantità \ u v it alla rimanente, 
può rappresentare tutti i piani dello spazio. Poiché, ordinata que- 
st'equazione rispetto a ce y z, noi possiamo identificarla con quella 
di un piano arbitrario a t co + . . . — 0, stabilendo le seguenti propor- 
zioni 

a\ + a'n + a"v + <£"% _ bl + Vy. + 6"v + 6'"ir 

a, &j 

c\ + d\x + e"v + c" f ir gX + gjx+ (Tv + <Z'"ir . 



le quali si riducono a tre equazioni lineari nei tre rapporti suddetti, 
e servono quindi a determinarli. 



Equazione normale del piano. 



§ 76. Sulla normale n condotti per l'origine ad un piano TT 
scegliamo la direzione positiva da verso il piano ; e chiamiamo a fi j 
gli angoli di tale direzione con gli assi, p la distanza ON fra 
l'origine e il piano. Indicando con p q r i segmenti che il piano 
stacca dai tre assi , avremo p = peosa, p = geosfì, p = rcosy, ovvero 

1 _ cosa 1 _ wsf, 1 _ cost , 



onde l'equazione del piano, che è (§ 71) 
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JSfì + 3 COSY — p = 0. 



Questa dicesi l'equazione normale del piano. 
Fra cosa cos(3 cosy passa la nota relazione (§ 64) 



1 cosa cosp cosy 

cosa 1 cosxy cosxz 

cos|ì cosyx 1 cosjz 

cosy cosjsx eoszy 1 



(per assi ortogonali cos 5 a -}- cos 3 p -j- cos 2 y == !)■ 
L'equazione generale di un piano 



deve potersi ridurre a forma normale, moltiplicandola per un fat- 
tore o" da determinarsi ; avremo quindi le equazioni 

cosa = «o", cosf3=^&a, cosy = ca, p = — d<T. 

Sostituiamo queste espressioni dei coseni nella citata relazione fra 
essi: dividendo la 1* orizzontale e la 1* verticale del determinante 
per a, avremo 



a 1 cosxy cosxz : 

b cosyx 1 cosyz 

I e cosasi coszy 1 

a o e 

a 1 cosxy cosxz 

& cosyx 1 cosyz 

e coszx coszy 1 
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_ 1 al cosxy cosxz f 
\ b eosys 1 cosji I ( 

| e eoszx coszy 1 \ 

II segno =p posto innanzi alla radice quadrata aritmetica è contrario 
al segno ± di d (poiché p e senxyz sono positivi per ipotesi, e 
quindi il prodotto — da = p è positivo}. 

Trovato cosi o", son noti immediatamente cosa cosjì cosy e p. 

Adottando la notazione del § 65, può scriversi più brevemente 



Per assi ortogonali si 1 



Distanza fra punto e piano. 

§ 77. Cerchiamo l'espressione della distanza PTT fra un dato punto 
P {x y z) e un dato piano TT, pel quale a (3 y p abbiano- il significato 
di dianzi. 

Sia M la projezione normale di P su TT. La spezzata OAFP delle 
coordinate dì P e la spezzata OKJIP hanno proiezioni normali eguali 
su r; quindi 

x cosa + y cos|3 + z cosy — p -J- ° -r Mp = P + np i 
onde 

TTP = x cosa + y cos(ì -f- z cosy — p. 

Questa è la formola cercata. 

Supponendo che P cada in TT, ossia TTP = 0, si ritrova l'equa- 
zione normale del piano (con un metodo che non esclude più. il caso 
in cui TT passi per l'origine). 
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Se poi l'equazione del piano n è data nella forma generale 
ax-\- ... =0; conservando a o" lo stesso significato ohe nel § prec, 
avremo 

ptt = — a (ax -\- by -j- cz -\- d). 



Angolo di due piani. 



§ 78. L'angolo di due piani TT n F , le cui equazioni normali siano 
x cosa -\- y cos(ì 4" z C03 T — P = Oi co cosa' + ■ • - — P' = 0, 
equivale a quello delle loro normali r r'; e però è dato dalla forinola 
I cosa cosfì cosy 



cosTT TV =- 



;-n J xjs 



cosa' 1 cosxy 
cosp' cosyx 1 
cost' coszx eoszy 
cosa cos(3 cost \ 



(y.y~y/, 
1 



\ccsa 



oos-f 



sen-xyz 

Quindi, se le equazioni date dei due piani sono 

ax -f- by + cz -j- & = 0, a'x -\- b'y -\- c'z + d' = 0; 

chiamando a' * a funzione di a' b' ti analoga alla funzione o" di 
a b e, e sostituendo a cosa eosf! cost, cosa' cosjì' cost' le espressioni 
trovate nel § 76 e le analoghe, si ottiene 



a' 


1 

cosyx 

ìiOSZX 


cosxy cosxz 
coszy 1 


GC!X V ( 1 M f 

V a' o' e' / 


Et' 


senHyz 
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cosxy cosxz 



a 1 cosxy cosxz 
& cosyx 1 cosyz 
e coszx coszy 1 



1 



cosxy cosxz l| 
V cosyz 1 cosyz li 

e' coszx coszy 1 ]. 



e più brevemente 



,,, . \ a' &' e' / 

±|/t|j(a ì>c).i\)(a'ì>' e') 

I due piani sono ortogonali se il numeratore è nullo, cioè s 



a 5 e \ 
, a' &' e' / 



Per assi ortogonali si ha 

aal + W + cd 

CObTTTT' — --_—.-_■ : _- ■.: 

ed anche, giusta la [9]-§ 64, 

la ì) e 1* 

iTTTTr l fl ' &' C ' l 



~ (a»-4- &" + <*) (a™ -j-&» 

La condizione di ortogonalità è allora 
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e l'espressione di sen a TTlT ci mostra che la condizione di 
lìsmo dei due piani è 

la ì> e ? 

, 1 = °' 
I a V e' | 

onde 

a : B : e = a' : V : d, 

come già avevamo trovato (§ 72). 

Esercizio I. Equazione del piano pei ceitlri ili tre stelle, ovvero pel centro dì una 
stella e per l'asse di un fascio. 

Es. 2. Formula della disianza fra duo piani paralleli. 

Ea. 3. Trai piani di un lasciu determinare quello die è perpendicolare a un dato 

Es. 4. Tra i piani dì un fascio tlctoriniiiitro quello elio e parallelo a una retta 

Es. 5. Tra i piani di una stella determinare quelli) elio è perpendicolare a una 
data retta. 

Es. 6. Estendere allo spurie la noti: gioiti; idibrewiiiv- espunta al §41. 

Es. 7. Determinare gli angui i di un piane ax + hy + e# + rf = con i piani 
coordinati. 

Es. 8. Il volume del tetraedro di quattri) piani a$s + . . . = 0,..., a^e + - ■ ■ — è 



ìsenxyK . 

° [n B 6 3 c 4 ] [OiVi] [«Afc] L«i*ìCs3 

Es. 9. Le equazioni di una retta si possono senqirc ridurre alla forma 
x — ls+p, y = me + q. 

Significato geometrico di linpg. 

Es. 10. Equazioni della perpendicolare da un dato punte a un date piane. 

Es. 11. Equazioni della perpendicolare da un date punto a una data retta. 

Es. 12. Equazione della sfera, cenic luogo dei punti aventi una distanza assegnata 
da un punto fìsso. È di 2° grado. 

Es. 13. Estendere alle spazio i luoghi considerati ne:-'i lisereizi che seguono il § 4-5. 

Es. 14. Luogo dei punti, le cui distanze da tre punti Assi siano proporzionali a 
dati numeri (n eguali ira loro), È un circolo (e risp. una retta), 

Es. 15. Luogo dei punti, le cui distanze ila un punto e un piano fissi siano in dato 
rapporto (o eguali). 

Es. 16. Luogo dei punti, le cui distanze da due piani fissi siano in dato rapporto 
,(o eguali). 
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Spazi omografici. 



§79. Si considerino due spazi punteggiati (S),(S') (*). Riferendoli 
a due date terne di assi cartesiani, siano x y z le coordinate di 
un punto P di (S), x' y' z' quelle di un punto P' di (S'); e si sup- 
pongano queste coordinate legate dalle equazioni 



11] 



x' = 



ajo -j- 1) $ 4- CjZ + ^i 

ax -{- ìy -\- cz -\~ d 

a^cc 4- ì> t y + c t z 4- da 

ira 4- by 4- cz -\- d 



ax -\- l)y -\- cz -{• d ' 

in cui i coefficienti non mutino variando PoP'. Queste equazioni 
sono analoghe alle già trattate (% 46 e seg.) per due piani omo- 
grafici. Esse stabiliscono tra i punti P e P' dei due spazi una corri- 
spondenza, di cui si ottengono le seguenti proprietà , procedendo 
appunto come per due piani punteggiati. 

Se nel determinante laìi/j.d-]. supposto non nullo, s'indicano con 
A B ... Ài... i suddetermmanti complementari di a !>...«,...; sarà 
viceversa 

__ A, x' 4- A t y' 4- A^z' + A 
X ~ D,a; r + De)' + A^ + D ' 

- B^±B^±B^±B 
V D^ + n,y' + D a z' + D' 
__ C,at + C4f 4- C & z' 4- C 
Z ~ B y x' + D&' + 3 s' + D' 



(*) L'uomo può conoopiro rotiti o piani o stollo- diùVonti; ma., come essere a tre 
dimensioni, non può oonoapire duo spazzi (a tre dimonsioni) indoli niti e differenti, i 
suoi sensi dandogli il oonoutlo ili un unico spa/io. Tuttavia, quando si considerano 
nello spazio due o più diverse figuro, o se no studiano quoìlo mutue relazioni ohe 

non dipomlono dalla loro rooiprooa posiziono, si tr.'Yìi sposso con vo monto di pivi'laro 
di due o più. spazi in nui osso siano io nio nule, astraendo dal fatto elio qwidti spazi 
ooùio'doin . 
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- 160 — 

La corrispondenza tra i punti P e P' è univoca. 

Ai punti P di un piano di (8) corrispondono in (S') i punti P di un 
piano; ai punti P comuni a due piani, cioè appartenenti a una 
retta, corrispondono i punti V di una retta; a piani o rette di un 
fascio o di una stella nell'uno spazio corrispondono piani o rette 
di un fascio o di una stella nell'altro spazio. Due quaterne di punti 
corrispondenti di due punteggiate corrispondenti hanno egual 
doppio rapporto, come anche due quaterne di rette o di piani corri- 
spondenti di due fasci corrispondenti. Insomma: ciascuna forma di 
1* o 2" specie contenuta nell'uno spazio è omografica alla forma 
corrispondente nell'altro spazio. 

Dati nell'uno spazio cinque punti di cui non quattro in un piano, 
e nell'altro scelti come corrispondenti cinque punti di cui non 
quattro in un piano; posto inoltre che ad ogni punteggiata corri- 
sponda una punteggiata omografica; la corrispondenza tra i due 
spazi godrà di tutte le proprietà testé accennate, e sarà rappresen- 
tata analiticamente da tre equazioni del tipo delle [1| od affatto 
determinate tra le coordinate di due punti corrispondenti. I due 
spazi si diranno omografici o collineari, od anche progettivi. 

A una superficie di grado n corrisponderà punto per punto una 
superfìcie di grado n, ecc. 

Poiché i due spazi omografici sono di lor natura sovrapposti, si 
> sempre cercare quei punti che coincidono coi loro corri- 
, cioè i punti uniti. Supponendo i punti dei due spazi 
riferiti a una stessa terna di assi, un punto (x y z) sarà punto 
unito, se verificherà le equazioni [1] in cui in luogo di x' y' z' si 
ponga x y z, cioè se verificherà le equazioni 

tx =z a t x -+- b,y -\- c^z -\- d„ 
ty = a t x -[- Ky + c s 2 -f d a , 
tz = a^jc -\- ì>$ + c a 2+ d 3 , 
t = ax -\- ìy -\- cz + ti. 

Queste quattro equazioni lineari in co y z danno 
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equazione di 4» grado in t, dalla quale si ricaveranno in generale 
quattro valori per t, ciascuno dei quali, sostituito in tre delle dette 
equazioni lineari, farà sì che la loro risoluzione dia le coordinate 
di un punto unito. Yi sono dunque in generale quattro punti uniti. 
I piani che li congiungono a tre a tre saranno i quattro piani 
uniti. 

Esercizio 1. Se 1" «(unzione '3| hit una radice doppia o tripla o quadrupla, accadrà 
in generale che due o tri; <> quattro punti imiti vengano a coincidere. 

Es. 2. Però se vi è un valore di i por cui s'annulli non solo il determinante [3], 
ma anche i suoi iuddeterminanti di 3° ordine (e non tutti quelli del 2° ordine); al- 
lora, sostituendo quel valore nello |'2'|, osca si ridurranno non più a tre, ma a due 
sole equazioni lineari indipendenti in x y z; e queste equazioni individueranno così 
una retta r tutta compunta di punii imiti. Quel valore di t sarà radice doppia 
della [3]; le altre due radici corrisponderanno a due punti uniti non posti su r 
Dicendo S la retta congiunture .[misti due punti, h chiaro elio tutti i piani pas- 
santi per 8 si potranno riguardare come cougiungenli ti'i: punti uniti, e quindi sa- 
sanno piani uniti. Ke segue che Toni ..grafia godrà di questa proprietà particolare: 
che la congiungente di due punti coiThprttulonti qualunque taglia, una retta fissa s. 
Es. 3. Se vi sono due valori di I, elio annullino tut.1 i i sm di! ci:-:"- i-minanti di 3° or- 
dine del determinante [3], essi saranno radici doppie di quell'equazione; e sostituiti 
in due delle equazioni lineari 12], de terni in orati no due rotte r s, ciascuna delle quali 
conterrà infiniti punti uniti e sarà l'in te rso/.io:i e di Infiniti piani uniti. La. corrispon- 
denza omografica sarà in tal caso determinata dalle condizioni: che la congiungente 
due punti corrispondenti qualunque tagli r e s, e che i due punti d'incontro formino 
con quelli un doppio rapporto fisso. 

Es. 4. Se vi è un valore di t che annulli tutti, i suddet ermi nauti di 2° ordine 
del determinante [3] (e quindi anche quelli di 3" ordine), esso sarà radico tripla 
dell'equazione [3J; e sostimi lo nelle equa/doni lineavi ['2], le ridurrà tulio equivalenti 
ad una sola di esse. ìa quali; rappreseli ierà dunque uu piano y tutto composto di 
punti uniti. All'altra radice della pi] corrisponderò un altro punto unito C posto 
fuori di quel piano; ed è chiaro che tutti i piani nascami per C saranno piani uniti. 
L'omografia sarà determinata dalle condizioni: che i plani corrispondenti si taglino 
su f, e che le coppie di. punti corrispondenti sllano in linee vette passanti per C - 
e quindi che il doppio rapporto di due punti corrispondenti qualunque con C e col 
punto in cui la loro congiungente incontra *[, ahhia un valore costante dato. 

Questo caso particolare assai Importante dell'omografi;! dicosi mitologìa : C dicesi 
centro e f piano d'omologia. 

Es. 5. Se in un 'omologhi il piano d'omologiii e ali'iniinilo , i piani eorrispouiknii 
sono paralleli, e la corrispondenza è definita da ciò: che due punti corrispondenti 
qualunque sono in linea retta, con un centro fisso, ed hanno ila questo distanze le quali 
sorbitilo un rapporto ll-so lato. Tale corrispondenza dicesi omoMk.t.. \ì chiaro che 
il rapporto delle }unghe//,e di fine segmenti corri «non don ti qualunque è pure costante 
ed uguale al detto dato rapporto. 

E. n'OviDIO — Furiii.! ■.■::i.,:..'.f^ (-:'.;;;:: fiìnAan'ìntllU. 11 
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Due figure omotetiche sono simili e similmente (lispiste. Quando il rapporto fisso 
vale — i, esse si riducono a due figuro rimmel, riclw rispetto a un centro. 

Es. 6. Se in urromidogia il eentro va all'infinito in una determinata direzione, 
si ottiene l'affinità. La corrispondenza è determinata da ciò; olio il segmento com- 
preso tra due punti corrispondenti iTualunijne ha la direziono lissa ed 6 diviso dal 



1 rapporto fisso. Il piano all'ir 
vanteggia io corrispoudcnii qualunque 3 
fini. Ila due figure affini qualunque no 

Como caso particolare dell'affinità si ha la sìnmeìrkt. rispetto a un piano. 

Es. 7. Se di due figure affini si sposta luna in modo qualunque, alcuni dei ca- 
ratteri clie presentava la loro corri 
piano all'infinito non. cesscrì 
dolili strillino ancora simili, 

due figure si potranno ancora chiamare affini. In generalo, cioè, si può chiamare 



nfinito è un piano unito ; quindi due 
li, e due piani corrispondenti st 
generalo simili. 



:spondenza cesseranno di valere. Però, i 

irrispondere a so stesso, lo punteggiate corrispon- 

corrisp ondenti saranno ancora affini ; quindi 



afflniv'- o;-n: omografia di cui il pi 



) all'infinito sia un piano unito, f 
> tre dei quattro punti uniti, ed il quarto stara fuori, irò- le rette elio oongiun- 
tì'ono i|i',.:-7'i [cinto unita a distanza, liont:; nidi altri tre s 
tesiani di vi forini ento dei punti dei duo spazi, lo oqnazioni fi] dell'i;. 
ìa forma semplice 

x' — Jx, y' = iiiaj, t? = u#. 

Mediante questo formoli; si dimostra fa ci lui ente clic i volumi di due tetraedri cor- 
rispondenti in duo spazi aiiini stanno in un rapporto costante. 

In particolare: se le tre costanti l m n sono eguali, si inuma, come caso partico- 
lare di figure affini, figuro simili, Tn queste non solo, come nelle figure affini, due pun- 
teggiate corrispondonti cpniluiiitiio sono simili; ina inoltro il rapporto di similitudine 
è lo stesso per tutto lo coppie di punteggiati: co ltì spande isti, (J.uìhuIo si spuntano 
comunque Tana rispetto all'altra due figuro omotetiche, esso cessano ingenerale di 
ussero omoicLiehc, ina rimangono sempre simili. 
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CAPITOLO Vili. 



Spazio eli piani. 



Coordinate di piani. 



§ 80. Per individuare un piano nello spazio, possiamo procedere 
in modo analogo a quello tenuto per individuare una retta nel piano 
rigato. 

Consideriamo tre rette fisse x y z di una stella (non appartenenti 
ad un fascio): un piano seca le tre rette in tre punti, i quali 
individuano il piano; e però tre numeri, che individuino rispetti- 
vamente questi punti, faranno da coordinate del piano. P. e. si pos- 
sono assumere come tali le ascisse p q r de' tre punti, contate dal 
punto comune alle tre rette. 

Consideriamo lo spazio anche come punteggiato, e prendiamo le 
stesse rette xyz come assi cartesiani. Se ce y z sono le coordinate 
di un punto del piano TT da individuare, l'equaaione del piano come 
luogo avrà la forma 

ax + oy + cz + d^Q; 

onde potremo definire come coordinate del piano TT i rapporti di 
tre fra' numeri ab e d al rimanente, e potremmo anche chiamare 
i quattro numeri ab ed coordinate omogenee del piano TT. 

Se d non è nullo , assumiamo come coordinate (PlucUeriane) 
del piano i tre rapporti 

a L _ 1__ b__ _ J_ _ _£___ J__ 
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L'equazione del piano può scriversi allora 
ux + vy + wz -\- 1 = 0. 

e così contiene simmetricamente xyz e uvw. 

Se ccy z son dati, quest'equazione è soddisfatta dalle coordinate 
u v w di ciascun piano passante pel punto [xy z); e quindi essa è 
l'equazione del punto [a; y r), considerato come centro dì una stella 
di piani. 

Mentre un piano si move parallelamente a se stesso , i rapporti 
delle uvw non si alterano. 

Quando il piano viene a passare per 0, le uvw divengono infinite. 
Dicendo soltanto che per un piano le coordinate uvw sono infinite 
fo che le p g r sono nulle), non s'individua il piano; ma si viene 
solo a significare che esso passa per 0. Per individuarlo hasta dare 
inoltre i rapporti che hanno le u v io per piani paralleli ad esso (o, 
come si può convenire di dire, pel piano stesso). 

Per un piano parallelo all'asse x è nulla la coordinata u ; per un 
piano parallelo al piano xy son nulle u e e; infine pel piano al- 
l'infinito son nulle tutte tre le coordinate. 

Pel piano xy u v sono indeterminate e w è infinita; ecc. 



Alcune applicazioni. 



| 81. Due piani (uvw), (u' v' w') determinano un fascio; un 
piano qualunque del fascio è 

( Xw + (ìm' to' + P" 1 XtB+jxvf \ 



e varia col rapporto \ : u. 

Tre piani (u v w), [u' »/ «?'), (u" v" w") in generale determinano 
una stella; un piano qualunque della stella è 

I fot -j- JJM' + VU" \V + (li/ + vv" Xtc + fllu' + yw" \ 

{ X + ^ + v ' k + j± + v "' \ + fi v } • 

Quattro piani [u v w), (u' v' io'), (u" v" w"), {u'" «'" w'") appar- 
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tengono a una stella, se 

v w 1 
v' to' 1 
v" w" 1 
v'" io"' 1 

Facendo variare il primo piano, mentre gli altri tre rimangono 
fissi, questa ò l'equazione del punto comune ai tre piani. 

Se i quattro piani non sono di una stella, le coordinate di un 
piano qualunque dello spazio potranno scriversi 

I ìm + nn r + v u " + ITU"' \v + ii'/ + vv" + m>'" \w + >iai' + viv" + tim/" \ 
{ X-fn + v + it ' A + n + v + ir " ' X-t-i^ + v + Tt I ■ 

e si potranno assumere i numeri X \x vti come coordinate omogenee 
del piano riferito ai quattro dati. 

L'equazione lineare in coordinate di piani u V io 
au + bv + ciò + d = 
determina il punto di coordinate cartesiane ( -j -j -=■), ossia è 
l'equazione di questo punto. 

Se fra le uvio passa una data equazione soddisfatta da una serie 
continua (doppiamente infinita) di piani, questi costituiscono un 
inviluppo. E se si hanno due equazioni soddisfatte da una serie 
continua di piani, questi costituiscono una sviluppabile. Gl'invi- 
luppi e le sviluppabili danno di nuovo origine a quelle serie di 
punti che chiamammo superfìcie e curve; ma qui non possiamo 
addentrarci in tali argomenti. 

Tre equazioni fra le u v w in generale determinano per uvio 
un gruppo discreto di terne di valori reali o immaginari, e quindi 
un gruppo discreto di piani reali o immaginari. 

% 82. Ponendo fra le coordinate u v v> e u' v' w' di due elementi 
di due spazi di piani equazioni analoghe alle [1] § 79, concludiamo ; 

Dati nell'uno spazio cinque piani di cui non quattro di una 
stella, scelti nell'altro spazio come corrispondenti cinque piani 
di cui non quattro di una stella, e posto che a piani di un fascio 
corrispondano piani di un fascio ed omograficamente; allora a ogni 
forma di 1* e 2 a specie ne corrisponderà una omonima e omografica, 
e quindi i due spazi saranno omografici. 
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L'omografia di due spazi può sempre esprimersi mediante tre 
equazioni del tipo qui considerato. 



Spazi correlativi. 



| 83. Fra gli elementi di uno spazio di punti (S) e di uno spazio 
di piani (X) si può stabilire una corrispondenza, ponendo tra le 
coordinate ce y z di un punto di (S) e quelle u' v' io' di un piane- 
di (X) le equazioni 



pj 



' + h iV + Cis + di , _ a 2 <c + ... , _a a 3! + .. 

n+ty + as + d ' ° — « + ...' w — ax + . 



le quali, se il determinante [a b, c 2 rf 3 ] non è nullo, equivalgono 
alle seguenti: 



[!'] x = 



A t u' + A$ + A 3 m' + A __ B s y/ + ... _ C,u' 4 

D,u' + D^ + ti^ + ti > V ~ 7) t «' + . . .' Bit*' - 



Da queste equazioni concludiamo: 

Siano dati cinque punti di uno spazio (S) di punti, in modo che 
non siano quattro di essi in un piano ; e scelgansi come corrispon- 
denti in uno spazio (X) di piani cinque piani, di cui non siano 
quattro di una stella. Sarà allora determinata tra i punti di (S) e 
ì piani di (Zi una corrispondenza univoca tale, che ad ogni pun- 
teggiata di (S) corrisponda un fascio proiettivo di piani in (X). Ai 
punti in un piano di (S) corrisponderanno i piani per un punto 
di (X) ; il che stabilisce una corrispondenza univoca fra' piani di 
(S) e i punti di (X), dotata delle stesse proprietà che la corrispon- 
denza considerata fra' piani di (X) e i punti di (S). Inoltre, alle rette 
per un punto (o in un piano) di (8) corrisponderanno le rette nel 
piano (o pel punto) corrispondente di (E); a un fascio di rette in (S) 
corrisponderà un fascio projettìvo di rette in (X); ecc. Insomma: 
ad ogni forma di l 3 o 2* specie contenuta nell'uno spazio corri- 
sponderà nell'altro una forma reciproca di quella. Due spazi corri- 
spoudentisi in questo modo dicousi recìproci o correlativi, e la 
corrispondenza che li lega dìeesi reciprocità o correlazione. 

Una tale corrispondenza può sempre tradursi in equazioni del 
tipo [1] o [!']. 
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Due spazi reciproci di un terzo sono omografici tra loro. 

Cerchiamo i punti (ce y z) ohe appartengono ai piani corrispon- 
denti, ovvero i piani (u' v' vf) passanti pei punti corrispondenti. 
Riferiti i due spazi a uno stesso sistema cartesiano, dovrà essere 
per un tal punto e un tal piano 

u'x + v'y + w'z 4-1=0; 

ossia, applicando le [1] o le [1'], 

[2J (fl^+.-O a?+ (o,o»+. ..)y+{a&+...)z + (ax + ...) = 0, 

[2']{^ 1 tt'+...)w' + (B 1 it'+...)v' + (C I w' + ...)MJ' + (O f u , + ---)=0. 

La [2] mostra che il luogo di quei punti è di 2° grado ; la [3] mo- 
stra che l'inviluppo di quei piani è di 2° grado. 

L'equazione [2] si riduce al) = quando 

a, =: fc a = c s = & = 6, + « a = e, + a :i 
= d 1 + a = e s + 6, = d e + 6 = d a + e = 0; 

nel qua! caso anche la j2'] si riduce aO^O, e le [1], [1'] prendono 
la forma 



ci/ — &t</ — l 

V 



M + W + ma' ' Iti! + mv' + mio"" Iv! ~\- md + ««/' 

allora ciascun punto sta nel piano corrispondente, e ciascun piano 
passa pel punto corrispondente ; ai punti di una retta corrispondono 
i piani che li projettano dalla retta corrispondente, e ai punti di 
questa i piani che li projettano da quella; ecc. ecc. 

Questa particolare corrispondenza è molto notevole ; poiché s'in- 
contra, oltre che in geometria, anche in questioni importanti di ci- 
nematica e di statica. Essa fu scoperta quasi simultaneamente dal 
M5bius, che la chiamò Nutlsystem {Statili, 1837), e dallo Chasles. 

La corrispondenza in esame è involutoria; cioè tale, che ad un 
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elemento qualunque, sia che si consideri nell'uno spazio, sia che 
si consideri nell'altro spazio, corrisponde uno stesso elemento. 

Vi è un altro caso in cui la reciprocità presenta tale carattere ; 
ed è quando il determinante [a, B 2 c z d] è simmetrico, cioè quando 
tra i coefficienti delle fi] passano le relazioni 



supponendo riferiti i due spazi a una stessa terna di assi. Nel caso 
presente la f2] e la [2'j diventano 

i',,v- -f- ''/.,!/- + c ■;- + 2t ( .;y + ìc^z + 2c.,;/s -\- So.-)' -J- 'ìh,j -j- Icz -fiì — 0, 

e non è qui ìi luogo di mostrare che i due spazi sono polari-re- 
cìproci rispetto alla superficie di 2" grado rappresentata dall'una 
o dall'altra dì queste due equazioni. 

Esercizi. Estenderà allu spazio di piani gli esercizi del § 52. 
Definendo come equazioni di una retta, le equazioni di dee punti di i:ssi-, svilup- 
pate eie- che corrisponde per dralii.-À ;i.ì contenuto del § 73, 
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CAPITOLO IX. 

Spazio rigato. 

Coordinate di rette nello spazio. 

| 84. Una retta, considerata come luogo di punti, prende il nome 
di raggio, ed e individuata da due punti. Scegliendo i punti in cui 
essa seca due piani fissi, ciascuno dei due punti è individuato da 
due coordinate, e quindi si hanno quattro numeri per individuare 
la retta; ma tre di' essi non basterebbero. 

Dunque lo spazio rigato è una forma di 4° specie o a 4 coordinate. 

Scelti tre assi cartesiani, e dette x, y i z„ x^ v% s 5 le coordinate di 
due punti P, F a di una retta r, consideriamo i sei binomi 

x t — a?g, y, — y tì z l — z ìì y t 2 3 — y 2 3i, z^^—z^, x$ 3 — se& u 

che sono ì determinanti di 2" ordine estratti della matrice 

\x l y t z t 11 
I *s V* *i 1 I ' 
Se con le coordinate di due altri punti della retta 



formiamo i binomi analoghi ai precedenti, noi otteniamo (com'è fa- 
cile verificare) i precedenti moltiplicati per » "T r- i f i ) - v fi 5 e P ero ì 
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mutui rapporti dei detti binomi non si alterano, mentre i due 
punti Pj P, camli'ono posizione sulla retta r. 

Inoltre fra i sei binomi passa evidentemente la relazione quadra- 
tica e omogenea 

Data una retta r, non sono determinati i due punti P 4 P 2 di essa; 
ma sono individuati i mutui rapporti dei sei binomi formati con le 
coordinate dei due punti. Anzi i rapporti di cinque binomi al ri- 
manente non sono indipendenti fra loro; poiché la relazione prece- 
dente (divisa pel quadrato di uno dei binomi) mostra come uno qua- 
lunque di tali rapporti si esprima in funzione degli altri quattro. 

Viceversa: dati solamente i rapporti di quattro fra' sei binomi a 
uno degli altri due, è noto il rapporto fra questi due. Ciò non basta 
a individuare le sei coordinate x i y^ z i e ìc s y s s s ; ma fra le infinite 
coppie di punti, per cui i sei binomi hanno i rapporti che abbiam 
supposto dati, possiamo individuarne una, composta di un punto 
nel piano xz e un punto nel piano yz. Infatti per y i = e cc^ = 
i sei binomi divengono 

ora, se son dati i loro mutui rapporti, i rapporti del 6" e 4° al 2° in- 
dividuano x i e z tl e quindi un punto nel piano xz; e i rapporti del 
6° e 5° al 1° individuano y„ x e z 3 , e quindi un punto nel piano yz. 
Conosciuti cosi due punti, è individuata la retta r per essi; e questa 
retta contiene tutte le coppie di punti, per cui i sei binomi hanno 
i rapporti assegnati. 

Segue da queste premesse che, se un gruppo di sei numeri 

l m n L M N 
soddisfa la condizione 

IL -\-mM-\-nN~ 0, 

i rapporti di quattro di tali numeri a uno degli altri due si possono 
assumere come coordinate di una eerta retta v nello spazio, perla 
quale quei numeri sono rispettivamente proporzionali ai sei binomi 
considerati. Anzi nulla vieta di chiamare quei sei numeri le coor- 
dinate omogenee della retta-raggio r. 
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Per ogni coppia di punti P,P a della retta r si ha dunque 

«i — #2 _ Vi — Vì H — H _ y&ì — y&\ _ gi»t — gj^i __ 3Wa — &#i 

2 ~~ m ~ w ~~ L ~ M ' ' N ' 

Per rette parallele, fu già osservato che i rapporti delle I m n 
sono rispettivamente eguali (§73), In altri termini: fra le sei coor- 
dinate omogenee di una retta r, le tre l m n sono le coordinate 
omogenee della direzione della retta r. 

| 85. Una retta, considerata come sostegno di un fascio di piani, 
prende il nome di asse, ed è individuata da due piani. Siano 
u L v t io, e u t Wj to, le coordinate pluckeriane di due piani TX t TT 2 per 
la retta r: allora i sei binomi 

W, — M s , V, — V ì1 W, — W 3t VjW*— WjWj, WjMj — W,Mi, U^ — U % V tì 

cioè i determinanti di 2" ordino estratti dalla matrice 



I U s Mg W 2 1 | 

serbano rapporti costanti, mentre TT i e TT 4 variano nel fascio che ha 
per asse r; e son legati dalla relazione 

(«i— W^X^i^B— ViWÙ-HVi— 'PjXWiMj! — WjMJ+CWì— «^W^— u b t> 1 )=0. 
Dati questi sei binomi, è determinata la retta (ad esempio: mediante 
i due piani che la projettano parallelamente a due dei tre assi coor- 
dinati); cosicché i sei binomi si possono assumere come coordinate 
omogenee della retta-asse r. 

Anzi queste coordinate non differiscono in sostanza da quelle testé 
definite per la retta-raggio. Infatti: se F, P 9 sono due punti della 
retta r dei piani TT ( TT B) riferendo punti e piani agli stessi assi coor- 
dinati, si hanno le quattro equazioni 

u i cc i -f- d 1 j/ 1 -(- w l z i -J- 1 = 0, u i co l + v 2 y, + wjs ,-[-1—0, 
u i cc i -{-v L y i -\-tv l z 2 -{'l~(i, M a a; 2 + v^y 2 -{-tv\z 2 -\- 1 = 0. 

Eliminando dalle prime due «^ e dalle altre cc„_, si ha 

(«,«5 — Mj^!) t/ 4 4" (UjWg — ttjWi} Zj -f- («i — w,) = 0, 
(w,w s — w 2 «i) y a + (w,w>5 — w^,) * s -|- (w t — «.,) = ; 
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e da queste eliminando ad esempio (.u i v t — it t v i ), sì ha 

(«ite, — «jwjfo», — y 2 s,) + («i — «,) (y, — y a ) = 0, 

M[ — Wj ___ tOiMj — W S J1, 



Confrontando questa relazione colle analoghe, che si potrebbero 
ottenere con eliminazioni nello stesso modo, si ha immediatamente 



asì — ìhsi 



le quali eguaglianze esprimono appunto che le coordinate di una 
retta considerata come asse sono proporzionali alle coordinate (prese 
in un certo ordine) della retta stessa considerata come raggio. 

È facile scorgere che è reale la retta per due punti (o in due 
piani) immaginari, se le coordinate omologhe di questi sono com- 
plesse coniugate. 

A. valori immaginari dei rapporti di cinque fra' sei numeri 
[ m n L M N al rimanente (con IL 4-mM + iiJV = 0) diremo che 
corrisponde una retta immaginaria. 

Il primo ad usare il concetto ai coordinate di una retta nello spazio fu il 
Cayley (1859), il quale si servì a tal fine di coordinate omogenee di punti o piani, 
corno si vedrà in seguito. Ma al PUcker, che introdusse le coordinate della retta 
definito covne ova aldtiain fatto, spetta il gran merito di esser partito da questo 
concetto per fondato (1865) una nuova Geometria dolio spazio, in cui la retta È (per 
così dire) l'elemento primordiale, da cui tutti gli altri enti geometrici derivano; in 
altri termini, una Geometria dello spaaio rigato. (Vcggasi specialmente la Nem 
Gemnetrie des Raumes del Plmìcer, pubblicata nel 1868). 



Angolo, momento e distanza di due rette. 

| 86. Siano- Imn L M N le coordinate dì una retta r, e V m' n' 
L' M' N' quelle di un'altra retta r'; vale a dire, indicando con 
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1 \0''VA : 'i) ^A^iVì-2) (lne punti di r, e con T. ó \:?...y .,;.,) l J ,,!^ 4 y ..;.,) due 
punti di r 1 , poniamo 



X, ~ M ~" ff ' 

_ Vi*!. — y& __ z&i — tifa t>m/i — <*>&s 



' m: 



N- 



La condizione perchè le due rette r r' stiano in un piano, ossia 
perchè abbiano un punto comune fa distanza finita o infinita), sì 
ottiene esprimendo che i quattro punti P, P 2 P 3 P^ sono in un piano, 
cioè 

Vi 3, 1 



Sviluppando questo determinante secondo ì prodotti de' deteri 
nauti complementari delle due matrici che lo compongono 



*i 1 1 



! X, ?/s 



I «8 Vi 



si ha 

che può scriversi 



IL' + t»M' + nN' + Li' + Mm' + Nrì -. 



:0. 



Il coseno dell'angolo di due rette r r' si determina, e 
che si ha dalla [8]-§65 

(x t — CG t , Vi — y^ z ì — z„\ 
V l V i .V. i V i eosrr' — <&[ 

\a) a — j» 4 , y s — y it z 3 — zj 
ma dalla [10]-§65 

PjPj 5 — 0(ìk, — x, !K y ( — y 3 , # d — £ a ), 
P^' = <t)(a) 8 - ce k , |/ 3 — y 4 , 2 3 — *J; 
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quindi sostituendo a x x — x^ y ± — y„ z ± — z t le quantità pro- 
porzionali ì in n, a «, — £C 4 , y 3 — r/ 4 , tf a — 2j le proporzionali 
ì' m' » r , otteniamo 

fi m n\ 

\f m' n'/ 



1 assi ortogonali 



COSlV - — - - 



Di qui si trae la condizione d'ortogonalità delle due rette r r'. 

Il seno dell'angolo di due rette r r' si ottiene facilmente, suppo- 
nendo per poco che le due rette abbiano un punto comune V(w y z). 
Infatti, se P, è un altro punto di r e P s un altro punto di r', si 
ha (§ 66) 

PP 1 s .PP; , seriW = 4(PP 1 P s ) 4 = iijf[>3 ( l], [zxj.], [ccyj.]); 
ma 

r _-. [Vi— » *L — *\ 

ìy^ — v ** — *l 

PP 1 i =0( 1 » i — a;, j/ 4 — y, 3,—^), PF s 4 =4>(a; a — 0), y*—y, z t —z); 

quindi sostituendo a x, — x, y t — y, z, — z le proporzionali Imn, 
a -x % — x, y % — y, z t — z le V m' »', si trova 

-ììì'ìi, ni' — ìi'l. hrì — l'm) 



Se le due rette r r' non s'incontrano, basterà sostituire ad esse 
due loro parallele condotte da uno stesso punto; sicché è chiaro che 
questa formola vale anche nel caso generale. 

In assi ortogonali essa diventa 

_ (»tf - m'nf + (tf - rfl )» + (to'- f m)- 
sen - (p + nja + m5)(?1 + mfS + n r 5) 

I { ra ni 5 

j V m' n' \ 

(i 4 -f m"- -\- n s ) (I" -- m n -f- «") 
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§ 87. Vogliasi determinare quello clic il Cayley chiama momento 
di due rette r r 7 , ossia il prodotto del seno del loro angolo per la 
loro distanza (contata sulla retta v a perpendicolare comune a rr'). 
Se P^ e P S P 4 sono due coppie di punti rispettivamente su r e 
r', per un teorema di Chasles (*) avremo in valore assoluto 






QP.PjP^P^^sensyz. 

^4 Vi 

onde si deduce, scegliendo convenientemente i segni, 



momrr — senxyz 

e quindi 

mom rr' = senxyz 



vV* — *Bi) s + ... V(#3 — «d* + • ■ 

ir/ + m-M' + HJV 4- gg + Jfiit' + Nn' 
l/P+Tr. +~2to TOsxy + . . .) (F* + ."'+2?)»' cosxy + . . .) 

L'annullarsi del momento è la condizione perchè r e r* siano in un 
piano; e così, ritroviamo la condizione già ottenuta nel § prec. 

La distanza fra due rette r 
assumere 



; e però potremo 



dist iV =- 7 - -■■_- > 

^-«f*, nt—Wl, bn' — Tm) 

; in assi ortogonali 

f _ Z// + mif + «JV' + Li' -f Mm' -f JVn' 



{*) Tirando P,(J (jlt ei;iiipuìlonU ;t P;.P 3 Pai 1 .» si rlctaemma il prisma di "basi 
P,QR P S P 3 P^ il quale (com'è noto) è triplo del tetraedro P,P;P a Pi. Questo prisma 
è metà del parai le! opipeùu dio ini por baso il p n r iQ lo If.sLj r m l i s j ■. ■. ) QP,.P.iR e per altezza 
la distanza fra P, e il piano Jol pìn'ìdldoaimninia. Om (JP.PjK è misurato da 
PjPij.PgPiSenrr' (essendo QP 3 equipollente a P ± PJ; e la distanza suddetta nona 
che la distanza fra r e r'. Dunque (in valore assoluto) 

6P,PsP s P 4 = PìPj.P-iP, senrr' distri-' ^ PjPg.PjPj momrr'. 
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Per determinare le coordinate ( m„ n a L„ m n a della retta v 
perpendicolare comune alle r r', si osservi che, essendo r ortogonale 
a r e r 1 , si ha (§ prec.) 

(l n m,, n n \ (L m, n a \ 

* =0, * =0; 

\l m n I \l m' n'J 

dalle quali equazioni lineari omogenee in l m n a , coordinate della 
direzione di r , si ricavano l a in n n n a meno di un fattore arbitrario. 
Inoltre, incontrando r le r i-, si ha 

lt n + mM + nW + Li -\- Mm + Nn„ = 0, 
l'L -\- m'M + n'N + L7 +- M'm a + JV'n„ = ; 

dalle quali equazioni e dalla 

i L + m M",, + n N = 0, 

lineari in L a M JV , si ricavano quindi i Af 7v"„ a meno dì quel 
medesimo fattore. 
In assi ortc 



l : m : n a = mn' — m'ft : ni' — n'i : Zm' — l'm. 



Angolo fra una retta e un piano. 

§ 88. L'angolo di una retta r con un piano TT(u v vS) è il com- 
plemento dell'angolo di r con la normale n al piano TT; per la quale n 
si ha, supponendo gli assi ortogonali (§ 76) 



Avremo dunque in tale ipotesi, applicando le formule dei § 86, 



cos'rTT — sen ! r 



re)- + (rat — hi-'f -\- ile — mu)' 
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La retta è parallela al piano, se 

lu -j- mv -j- ma ~ ; 
ed è perpendicolare al piano, se 

l w ___ n 



Se gli assi sono obliqui, si ottengono con lo stesso procedimento 
formole più complicate, che lasciamo al lettore di scrivere. 



Distanza fra una retta e un punto. 



§ 89. La distanza Pr fra un punto P(w y z) e una retta r(lmn 
L MjV) si deduce dalla relazione 

P 1 P 2 i .Pr 4 =4(PP J P e ) 5 =i|>[|>.S ) l], [zx,\], [ffiì/,1]), 
osservando che 

[yz t ì] = y{z, - sj + ziti, - y L ) + (y L z t - y,z,) , . . . , 
p ; p 3 2 = d)(a; à — x t , y s — y„ z, — z 3 ). 

In causa dell 1 omogeneità , si può sostituire aa^ — ff s ,..., y,2 s — y^„... 
le quantità proporzionali l . . . L . . . ; e si trova 

'* — ^ n ~ sm + L ' sl — xn + M, xm — yl + N) 
n _—___. _^____ . _. 

Esercizio 1. Detenni mire le coordinate cartellane del punta comune alla retta 
(I)»m LM N) e al piano (uvw), nonché le due lainuizieni perchè In retta giaccia 
nel piano. 

Es. 2. Determinare le cornalina le pliicheriane del pian., che passa per la retta 
(Inii L M j¥) o pel punto (u y s) , nonehò le duo comtinunì porche la retta passi 
pel punto. 

Es. 3. Posto che due vette ili date coordinato stiano in un piano, ossia abbiano 
un punto comune, dotorminì-re le coordinalo di intestai putito e di questo piano. 
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Es. 4. Determinate le eoordiria.i.0 della direziono chi: liiseea rantolo di due date 
direzioni (l m »), (f ut' «'). 

Es. 5. Se m li seno lo e.o;ii'dìna.1e pìiieteriano di ima retta nel piano rigato xy, le 
coordinate pliAckeriaiie della rwssìi rotta, nello spazio rigato sono 

l:m:N= — !):w:l, » = L = .3f = 0. 

Ee. 6. Calcolare lo coordinato della perpendic alare da un punto (xy g) a un piano 

Es. 7. Calcolare le coordinate della perpendicolare da un inulto (a- ij è) a una retta 
(1 m n L M N). 

Es. 8. Calcolare le cuordiiiav.' dulìa njtb. perpendicolare a- una vetta (Imn LMN) 
e giacente noi piano (u v r w). 



Complessi, congruenze, rigate. 



§ 90. Qui sorge spontanea la domanda: qual'è il significato geo- 
metrico di una equazione omogenea nelle coordinate Imn LMN 
di una .retta variabile r? Accenneremo la risposta, senza entrare 
in molti particolari. 

L'equazione data, accompagnata dall'altra IL -\- mM -\-nN= 0. 
è soddisfatta da co 3 sistemi di valori de' rapporti di cinque fra le 
quantità variabili Imn LMN alla rimanente; e però vi sono co 3 
rette soddisfacenti la data equazione. Il loro insieme dicesi com- 
plesso. 

In particolare : sia la data equazione lineare 

[1] Al -4- Eni + Cn -j- ah + bM + cN = 0, 

ove A B G al) e sono quantità date. In questo caso il complesso 
si dirà di 1" grado o lineare. 
Se i coefficienti della equazione [1] verificano la relazione 

[2] aA + bB + cC = 0, 

ossia se essi sono coordinate di una certa retta, il complesso consta 
di tutte le rette che a questa si appoggiano. Allora il complesso 
dicesi speciale, e questa retta direttrice. 
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In generale : considerando la r come raggio per due punti (x y z), 
{x' y' z'), e sostituendo nella [1] ai... L . . . le proporzionali 
X — af, . . . , yz' — y'z, .... abbiamo 

A{po - x') + B(y - y') + C(z - z 1 ) 
4- a(yz' — y'z) -\- M_zaf — z'x) -\- c(xy' — afy) — 0. 

Dato il punto {se' y' z'), questa equazione lineare in x y z rappre- 
senta un piano. Dunque : per ogni dato punto dello spazio passano co 
rette del complesso, le quali fanno fascio intorno al punto in un 
piano detcrminato. Cosicché a ogni punto corrisponde un piano pas- 
sante pel punto. 

Del pari, considerando la r come asse in due piani (www), {u'v'w'), 
e sostituendo nella [ljsl...!.,, le proporzionali u — u', . . . , 
vw' — v'w, . . . , si vede che : in ogni dato piano esistono co rette del 
onnifi'.esso, le quali l'anno fascio nel piano intorno a un punto deter- 
minato. A ogni piano corrisponde cosi un punto che sta nel piano. 
In conseguenza: a' punti di una retta corrispondono i piani per 
un'altra retta, e la punteggiata e il fascio sono proiettivi. Ai punti 
della seconda retta corrispondono i piani per la prima. Onde le rette 
dello spazio sono a due a due coniugate in una corrispondenza uni- 
voca e reciproca. 

Insomma: la corrispondenza in esame non è altro che quel caso 
particolare della correlazione fra due spassi, che abbiamo accennato 
in fine del § 83, e che MBeitjs chiamò Nullsystem, 

Le rette del complesso sono le rette coniugate a sé stesse. 
Una retta del complesso, se seca una retta data, secherà anche la 
coniugata. Ed ogni retta che sechi due rette coniugate appartiene 
al complesso. 

I rapporti di cinque de' sei coefficienti ABC ab e al rimanente 
possono assumersi come le coordinate del complesso, e i sei coef- 
ficienti come coordinale omogenee del complesso. 

Un complesso lineare è individuato, quando sono date cinque 
rette di esso. 

Nel piano all'infinito esistono co rette del complesso, che fanno 
fascio intorno a un punto all'infinito, il quale corrisponde a quel 
piano. A piani di data giacitura (ossia aventi ìm stessa retta all'in- 
finito) corrispondono punti di una retta (reciproca di quella all'in- 
finito), che è diretta verso il punto all'infinito suddetto, e che 
dicesi diametro del complesso. 
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Diconsi principali i piani normali alla comune direzione de' dia- 
metri. Ai piani principali corrisponde un particolare diametro, che 
dicesi diametro principale o asse del complesso. 

Ci limitiamo ad enunciare qualche proprietà metrica del com- 
plesso lineare: 

É costante il rapporto dei momenti dì una retta qualunque del 
complesso rispetto a due rette coniugate fisse. Questo rapporto di- 
cesi modulo del complesso rispetto alle due rette coniugate. 

La retta perpendicolare comune a due rette coniugate è tale anche 
all'asse. È costante il prodotto della distanza fra una retta arbi- 
traria dello spazio e l'asse del complesso per la tangente dell'an- 
golo fra la retta coniugata a quella e l'asse. Ed è eguale al pro- 
dotto della distanza fra una retta qualunque del complesso e l'asse 
per la tangente dell'angolo fra la stessa retta e l'asse. 

Questo prodotto costante dicesi parametro del complesso. 

Per ogni traslazione secondo l'asso, e per ogni rotazione intorno 
all'asse, il complesso si trasforma in so stesso ; ossia ogni retta del 
complesso "viene a coincidere con un'altra retta del complesso, ecc. 

| 91. Due complessi hanno di comune co 2 rette, le quali si di- 
cono formare una congruenza. 
Se le equazioni di due complessi di 1° grado sono 

Al + . . . + cN— 0, A'I + ... + c'N — 0, 

riusi cine delle due equazioni rappresenta la congruenza delle rette 
comuni ai due complessi. Una combinazione lineare di esse, come 

\{Al + . . . + cN) -f u(A7 -(-... + c'N) = 0, 

rappresenta un altro complesso di 1" grado; e variando \ : u si ha 
una serie semplice o fascio di complessi, i quali a due a due hanno 
comune appunto quella congruenza. 
Fra questi complessi sono speciali quelli che verificano la condi- 



(aX+a'fiXA\-M.'*0+(&X-r- Vv)(B\+B'ix}Hc\+c'iìXC\+C'ix) — 
ossia 

(aA -|- ì>B + cC)V -f iaA' -f- 1)B' + oC + Aa' + Btì + Cc')\[x 
4- {a' A' -\- b'B' i c'CV = 0, 
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che è una equazione dì 2° grado in X : fi. I complessi speciali del 
fascio sono dunque due. 

Le direttrici di questi due complessi speciali si dicono direttrici 
della congruenza; esse possono essere reali distinte, reali coinci- 
denti, immaginarie. Ma noi ci asteniamo dall' esaminare partita- 
mente i tre casi. 

Tutte e sole le rette della congruenza si appoggiano alle due 
direttrici. 

La congruenza è individuata, quando ne son date quattro rette. 

I piani che corrispondono a un punto rispetto ai complessi della 
serie, fanno fascio intorno a una retta della congruenza; retta cor- 
rìspondente al punto nella congruenza. 

E i punti corrispondenti a un piano rispetto ai complessi della 
serie, formano una punteggiata su una retta delia congruenza: retta 
corrispondente al piano nella congruenza. 

Se il punto è su una direttrice (o se il piano passa per una di- 
rettrice), la retta corrispondente è indeterminata. 

Tre complessi hanno comuni co rette, che si dicono formare una 
superficie rigala [Regelscliaar). Se 

Al + . . . = 0, A'I + . . . = 0, A"l -f . . . = 

sono le equazioni di tre complessi dì 1" grado, una loro combina- 



ci -|- . . .) + vLA'l + ...) + vU"I + ...) = 

rappresenta un altro complesso di 1" grado; e variando ì rapporti 
X : v, u : v si ottiene una serie doppia o rete di complessi, i quali 
hanno comune a tre a tre la stessa rigata. 

Fra questi complessi ve ne ha co speciali, e le rette della rigata 
si appoggiano alle direttrici di essi. 

Quattro complessi non hanno comune che un gruppo discreto di 
rette. 

Quattro complessi di 1" grado hanno comuni due rette; le quali 
possono essere reali distinte, reali coincidenti, immaginarie. 

Una combinazione lineare delle equazioni dei quattro complessi 
rappresenta un individuo della serie tripla di complessi di 1° grado 
che passano per quelle due rette. 



,Google 



— 182 — 

Se i quattro complessi dati si suppongono speciali, si conclude 
che: esistono due rette (reali distinte, reali coincidenti, immagi- 
narie), le quali sì appoggiano a quattro rette date comunque nello 
spazio. 

Cinque complessi non hanno in generale alcuna retta comune. 

La importanti ss ini a leena dei complessi è debiti al PHicJxr: il quale introdusse 
anche le denominazioni J! (-/nn^k^o, coh.ynu-nsu, ■:<:<:. {Nci'C Gcmelrie des Maumes). 
Notevoli sistemi di co* rette (Stràhknsy&teme) erano già stati studiati da Monge, 
Malus, Dt^pin, Sùi'.na, IJunuìl-on, MOhins, Trans/»*, e- segna Union te da Kummel- 
(Giorn. di Creile, 1859 ; Acc. di Berlino, Monafsberkhte 1864 e 65, Abhandl. 1866). 

Esercìzio 1. Date le coordinate ili un punto o di un piani) o di una retta, calcolare 
le coordinate de! piami o de! punto u (lolla rettu ourirjBixiiiJonlo rispetto a un dato 
complesso lineare. 

Es. 2. "Un complesso lineavo è indiviiluato.se son date due retto corrispondenti e 
una retta del compiono. 

Es. 3. Due piani, ohe passino per una retta di una congruenza comune a due 
complessi lineari, sono punteggiati omograii' lamento dalle retìe della congruenza. E 
te si considerino dive stelle aventi i o.oitri su quella retta, si corrispondo»!.' o co o gra- 
ficamente quei piani delle due stelle che progettano le volte della congruenza,. 

Es. 4. I teoremi inversi di questi ultimi. 
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CAPITOLO X. 



Ooor-d.ln.ate omogenee. 



Concetto di coordinate omogenee. 



| 92. Sovente, per individuare ciascun elemento di un sistema o 
varietà d'infiniti elementi, si fa uso dei rapporti di alcuni numeri 
a un altro numero, in modo che ad ogni gruppo di valori di questi 
rapporti corrisponda un elemento, e viceversa. Allora quei numeri 
e questo si dicono coordinate omogenee di quell'elemento. Coor- 
dinate, perchè servono a individuare l'elemento; omogenee, perchè 
moltiplicando questi numeri per uno stesso numero i loro rapporti 
non si alterano, e però non cessano d'individuare lo stesso ele- 
mento; cosicché, dato l'elemento, non sono determinati essi nu- 
meri, ma solo i loro mutui rapporti. 

Facendo uso di coordinate omogenee, si viene a introdurre una 
coordinata più del necessario; ma l'omogeneità e la simmetria 
che le formole acquistano compensano questa complicazione. Che 
anzi talora per ottenere l'omogeneità e la simmetria s'introdu- 
cono due, tre.... coordinate oltre il necessario; ed allora fra le 
coordinate bisogna stabilire una, due ... relazioni omogenee. 

Nei precedenti capitoli ci si sono presentati spontaneamente dei 
sistemi di coordinate omogenee per individuare gli elementi delle 
singole forme geometriche fondamentali. Così : per la retta pun- 
teggiata, il piano punteggiato e lo spazio punteggiato abbiamo 
definito le coordinate omogenee baricenlriche. (SS •">- ~ 9 > 63), ed 
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abbiamo accennate le analoghe coordinate per le altre forme di 
1% 2% 3 a specie (§§ 21, 34, 40, 53, 7a). Inoltre per lo spazio rigato, 
forma di 4" specie, abbiamo in due modi stabilito un sistema di 
sei coordinate omogenee, ma legate da una relazione quadratica 
omogenea (§§ 84, 85). 

Del resto, senza uscire dal sistema cartesiano, ci è occorso di 
esprimere le due coordinate cartesiane di un punto in un piano 
mediante i rapporti di due numeri a un terzo (§ 51) ; sicché questi 
tre numeri si possono assumere come coordinate omogenee del 
punto. E ci è anche occorso di esprimere le tre coordinate carte- 
siane di un punto nello spazio come rapporti di tre numeri a un 
quarto (g 81); onde questi quattro numeri sono coordinate omogenee 
del punto. 

Del pari, le coordinate pluckeriane di una retta in un piano ci 
si sono presentate come rapporti di due numeri a un terzo (5 4iK 
e le coordinate pluckeriane di un piano nello spazio come rapporti 
di tre numeri a un quarto (§ 80). 

Aggiungasi che abbiamo introdotto la nozione di due o tre coor- 
dinate omogenee di una direzione (§§ 49, 73), e quella di quattro 
coordinate omogenee di una giacitura (§ 72). 

Ora esporremo per le singole forme fondamentali un sistema di 
coordinate omogenee, le quali comprendono come casi particolari 
quelle già incontrate, e si chiamano projellive. 

Nei duo secoli precedenti al nostro la geometria andilica, usando quasi esclusiva- 
mente le coordinati! cartesiane {e iti ialini!.: rincivile le coordinate palavi), aveva avuti! 
per principale scopo di applicare il grande concetto di Iktcarks a risolvere sempre 
nuove questioni spettanti a tutti i vaiai della matematica pura ed applicata. l'atta 
eccezione per pochi scienzia! i, s (giratamente pei Lagrange, non sì era badato ad in- 
trodurre eleganza, simmetrìa e, come eoiiseL'aenza. di questa, incisione nei calcoli. 
Nella prima mela del nostro secolo invece il desiderio, au/.ì por qualche riguardo la 
necessità di acquistare ai ragionali icnt: ed ai cakoli della geosnutria analitica queste 
doti, e nello stesso tempo lo sviluppo della geometria proietti vìi, condussero natu- 
ralmente all'in trodu/.i et a: delie couvdmato omogenee. 

Il primo sistema di eoo ni in alo omogenee di punti nel piano e nello spazio fu il 
sistema baricentri co dovuto ;:■ Molias (Der htrycetdrisdfj CalaJ, iS2T), Quasi nello 
stesso tempo la iiolaziime abbreviata, introdoiia iui/àlull.o dal Buhì.Ukr (Annales de 
MaffiémaUques di (h.r gonne,, t. XVIII, 1827] per le equazioni della retta nel piano e 
del piano nello spazio, e poi ripresa ed estera dai ~]'lìk-I:cr {Ai<'<!'tU$ch-geometriac}te 
Entwickehmgen, l^2'6--',lj mediante l'hit rodici' >ne delie coordinate della retta e del 
piano e dell'equazione del punto, con ilare vii il Pi'Àc'yjr ad. altri sistemi dì coordinate 
omogenee, trìmetriclie nel piano e tetrametriche nello snu/no, pei punti, per le rette 
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vengono dall' 
l'eleganza eli.: aoquìsl i 

SÓ!U> l'Onderai Iti. gCOe.l 

germe di quella 
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e pei piani (Ioe. citi. Questo scienziato assunse, ad esempio, come- coordinate omo- 
genee di un punto noi piano i valori che ì primi membri i.Usllo equazioni di tre rotto 
(non di un fascio) del piani; riferii e a dm: assi cartesiani prendono quando vi si so- 
stituiscono le coordinate di truci punto riferito a quij.it i s.ti>s-;i assi. È chiaro clic tali 
coordinate differiscono pur l'attori costanti dalle distanze fra il punto e le tre rette, 
e quindi (§ 94) coincidono con un sistema generalo di coordinate proiettive avente 
le tre rette considerate per retta fondamentali. 

In seguito rifesse mostrò come, senza cessare in sostanza di usare le coordinate 
cartesiane di punti, si potesse introdurre omogeneità nullo forinole, rappresentando 
queste coordinate come i rapporti di due o di tre numeri ad un altro. Con queste 
metodo ingegnoso e semplicissimo, ] 'iJes.se- raggiunse quasi tutti i vantaggi che prò - 
rdinate omogenee; anzi fu il primo a mettere in piena luce 
) i calcoli fatti mediante queste, e l'appoggio mutuo che pos- 
ila proiettiva e l'algebra. Le sue ricerche contengono così il 
scienza che lega tra loro queste due, cioè la teoria degli 
invarianti o alf/ehi-a /lei'-'. fi'Uifoniuwloyd lineari. 

Dopo il l'Hicier, nitrì seiree/.iaù ritornarono Mille coordinate proiettivo generali, e 

ne fecero applicazioni : citare soliamo Cl'.asle* e Ckkwfi. Oggidì esse costituiscono 

il sistema jiiù usato nelle ricerche analitiche ili geometria projettiva. La teoria che 
noi ne abbiamo esposta, lussata sui doppi rapporti, è dovuta sovratutto al Fiedter 
[Vierteljalwsschrifi dcr 'X'.tt'irfi/rsrli, GeaeTlscluifl, ."". Zììrieh, Bi. 15, oppure 
DarsteUende Geometrie SS 138-145), il quale ri ionio sulla, definizione geometrica delle 
coordinate omogenee prodotti ve della retta nello spazio introdotte dal Caytey (come 
già dicemmo al § R".), studiandone anche la ira sforma/ione. 

Ma è da notare che gin. il Wjhitis, sotto il titolo di alcJo bar /centrico abbre- 
viato, aveva introdotto conio, coordinate di un punto (in una retta o in un piano o 
nello spazio) i rapporti delle sue coordinate bariceutriche a quelle di un punto fìsso; 
i quali rapporti non sono che lo coordinate proiettive del punto (il punto Asso 
essendo il punto un-ilA), TI Mobi-us aveva anche osservilo che tali coordinate si 
le doppi rapporti, ne aveva rilevala l'utilità per lo studio di quello 
■i alterano per eollmeazioni, e ne aveva l'atte applica/ioni, mo- 
j la grande importanza. 
Nei vari trattati dell'./fese i giovani studiosi potranno Irovare molle applicazioni 
facili ma notevoli della notazione abbreviata e delle coordinate omogenee. In questi 
trattati, in quelli del Salmoii, nelle - 1 rìlimij.r C'ùordòn.den » del Ferrers, essi 
potranno acquistare una conoscenza più eniupieta della teoria e delle applicazioni 
delle coordinato omogenee. 



possono definire 

proprietà e 
strar.do ài 



Forme di l a specie, 

§ 93. 1° In una retta punteggiata, dati tre punti A, À ì B, sì può 
assumere oorae coordinata di un punto qualunque P il doppio rap- 
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porto determinato da F con A, A 2 B in un ordine assegnato (§ f 
p. es. (A,AjBP) ; e però, chiamando x t tc s due numeri tali che 



si possono definire o: i x^ come coordinale ori'<ogenee proiettive del 
punto P. Esse sono eguali o proporzionali a' rapporti -,-„-, j~ , 

cioè alle misure dei segmenti A 2 P e L ± V riferiti risp. a A a B e kji. 

Pel punto A s si ha ce f : x % — 0, cioè x ± = e «ì 4 arbitrario (ma 
non zero). Per A s si ha a;, : t», == co , cioè a\ = e .??, arbitrario 
(ma non zero). Per B si ha a^ : a? s ~ 1, ^ — a? fi . 

A f A 2 diconsi punti fondamentali e B punto un^tó. Tutti tre di- 
consi punti di riferimento. 

Se B è medio fra A, e A a , x i os, divengono le coordinate bari- 
centriche (§ 5). 

Se A, va all'infinito, x, : x^ = A a P : A„B diviene l'ascissa di P ri- 
spetto a A 5 come origine e A ; B come unità lineare. 

Il doppio rapporto di quattro punti (a^OJj), (y ( 2/ 2 ), (zfa), (tj s ) è 

(x, ^ — a^i) faifg — j^Q 

(«A — »«*0 te**» — ?***)' 

2° In un fascio di rette siano a t a, ; b tre rette date; e per 
coordinate omogenee projettive di una retta qualunque r assu- 
miamo due numeri x, &% tali che 



: (ii.aJbr) — ' ^ ' \ : 



sena 2 l» ' senHilb 



È facile vedere che x t x^ sono eguali o proporzionali ai numeri 
che misurano le distanze di un punto qualunque di rdai^e a t1 
riferite risp. alle distanze dì un punto di b da », e a,. 

Per a, x t : a;, ■= 0, per a L x L : x ± = co, per t> as t : a? 3 = 1 ; 
a, e a a diconsi rette fondamentali, i> retta unità. 

Se b biseca l'angolo a,^, a;, : a; s = sena a r : senra,, e x i ce ì di- 
vengono le analoghe alle coordinate baricentrìche della punteggiata. 

3" Pel fascio di piani si ripeta quanto si è detto pel fascio di 
rette, cambiando la parola retta in piano. 
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Forme di 2 a specie. 



§ 94. 1" In un piano punteggiato siano A* A 2 A 3 B quattro punti, 
dì cui tre qualunque non in una retta. Sono allora determinati tre 
fasci di rette co' eentri in A t A a A s ; e in ciascun fascio son date tre 
rette, cioè quelle che uniscono A, a A a A 3 B, e cosi via. Per un 
punto qualunque P del piano passano tre rette, una per fascio, e 
bastano due a individuare P. Adoprando pei fasci coordinate omo- 
genee proiettive, possiamo trovare tre numeri x i ce t x 3 tali che (*) 

x, : %s = Aj^AjBP), # 2 : x 3 = A, (A g A s BP), 

e quindi definire x ì x i x. i come coordinate omogenee projettive del 
punto P. 
Indicando con a, aj », le rette A a A 3 A 3 4, A 1 A 1 , si ha facilmente 

»,:». = A, ( V.BP) = H : g , ■„, : w L = A, (A.A.BP) = g : ]| ; 

onde x i ce, cc a sono eguali o proporzionali ai tre rapporti di di- 

Pa, Pft 5 Pa 3 ,., . , 
stanze -n— , ;,-". n-^. l 1 - si ha pure 

Ba d ' Ba 3 ' Ea 3 * 

A, (M.W)=gJ :£ = «>.:<*,■ 

Pei punti di a^ si ha x\ =^ ; e così via. Pel punto A 4 si ha 
x t = 0, iC 3 = 0, x t arbitrario (ma diverso da zero) ; e così via. Per 
B si ha co l = x^ — w 3 . 

A, A 2 A 3 e aj a^ a s si chiamano punti e rette fondamentali, B punto 
unità. 

Le presenti coordinate sogliono anche chiamarsi trilineari a 
trimetriche, particolarmente quando per B si scelga il centro del 



(*) Se A B C 1) V. poni> ]c.m:i di mi piano, la uijl-jaiouu A(BCIIE) sta pel doppio 
rapporto dello rotte AB AC Al) AE. 

Analogamente per cinque rette a li e d e. 
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circolo iscritto nel triangolo A d A 2 A 3 ; nel qual caso le coordinate 
aSiOs^cc^ sono proporzionali alle distanze del punto P dai lati del 
triangolo. 

Se per B si sceglie il punto d'intersezione delle mediane del 
triangolo A^A.,; allora dette B a P, le proiezioni di 1! P da A, su * lt 
si ha ce t : 0> s ~ A, (A,A 3 BP) — [AjA^PJ = A 3 P 4 : P,A S , e così via; 
dunque ob^ a; 2 & s divengono le coordinate baricentriche {% 29). È 
facile vedere che esse sono eguali o proporzionali ai prodotti delle 
distanze di P dai lati del triangolo per le lunghezze dei lati mede- 
simi, od anche alle aree dei triangoli PA S \ 3 PA 3 A t PAjA s ; e pero 
diconsi anche coordinate triangolari. 

Anche il sistema cartesiano è caso particolare del proiettivo. 
Poiché, se A £ A C vanno all'infinito sulle a^ a,, i fasci corrispondenti 
sono sistemi di rette parallele alle a 2 a l , e sì ha 

x l :x 3 = (A,A 3 B,P,) = A 3 P 3 : A 3 B 51 x s ; x z = (À,à s B t P t ) = A 3 P t : A 3 B t ; 

sicché, se si sceglie A^B, = A 3 B,, = 1, i rapporti x i : at,, x t : x B non 
sono che le ovvie coordinate cartesiane di P rispetto alle rette 
a, a, come assi. 

2° In un piano rigato siano date quattro rette a, a 3 a 3 e, di 
cui tre qualunque non di un fascio. Si hanno allora tre punteg- 
giate su n t a 2 a 3 , di ciascuna delle quali sono dati tre punti. Una 
retta r del piano ha un punto in ciascuna delle tre punteggiate, 
e due di essi la individuano. Adoperando coordinate projettive per 
quelle punteggiate, definiamo per coordinate omogenee projettive 
della retta r tre numeri u. u, u s tali che sia 



u t : w 3 = a ! (a,a a cr), w s : w 3 = a,(a a a B or). 

Chiamando A 1 A a A 3 i punti a ; a 3 a s a t a^, si ha 

. A,r A»r . , A 3 r A,r 

u, : «, = ., ( W r) = a. : _ , „, ; „, = », (.,.,„) = j_ . j- , 

onde u, w s u 3 sono eguali o proporzionali ai rapporti di distanze 

££, ^E, %*. Ed è pure 
A,c' AjO' A 3 c r 

, , A,r A»r 
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Per ogni retta del fascio k ± si ha u d — 0, eco. Per a, si ha 
m 3 = 0, u 3 = e u t arbitrario ; ecc. Per e si ha u, = u 2 = u 3 . 

a, a. 2 Bg e A t A 5 A 3 si ohiamano rette e punti fondamentali, e retta 
unità. 

Se per e si sceglie la retta all'infinito del piano, u { u ì it 3 diven- 
tano uguali o proporzionali alie distanze di v da A, A 2 A 3 , e si chia- 
mano coordinate tripunte o trìtnetriche di r. 

Supponendo che a 3 sia la retta all'infinito del piano, e indicando 
con C 1 R 1 :.. i punti caji-a,..., si ha 

Ma : U 3 =z a ( (a a a 3 er) = A 3 C 1 : A 3 R[ , u, : U s = a a (a 1 a J crJ =. A 3 C; : A.J£ ; ; 

e quindi, se si prende A 3 C 1 = A 3 C 2 = — 1, u i : u 3 e u % : u 3 diven- 
gono — 1 : A 3 ftj e — 1 :A S R,, cioè (§ 49) le coordinate pluokeriane 
della r rispetto agli assi a, a t . 

3° Per definire un sistema di coordinate omogenee projettive 
in una stella di rette o dì piani, basta ripetere quanto si è esposto 
pel piano punteggiato o rigato, sostituendo ai punti ed alle rette 
del piano le rette e i piani della stella. 



Applicazioni. 

§ 95. Consideriamo ora un piano punteggiato e un piano rigato 
sovrapposti, anzi riferiti a uno stesso triangolo A^A., o trilatero 
a i a B a 3 . 

Conservando le indicazioni precedenti, si ha pei teoremi di Ceva 
e di Menelao (§ 29, es. 1 e 2) 

A,B, A 3 B a A1B3 _ . A^ A^ A,Cj _ _ , 
BjAb " B,A, " BgAg" - ' CfA, ' C 2 A, * C 3 Aj ~ ' 

onde divìdendo 

CA s A 3 C 1 B 1 ).(A a A 1 C i B a ).(A 1 A ll C s B 3 ) = — 1 ; 

e però potremo determinare tre numeri h t ft a ft s tali che 

*,;&, = — (A.A.CjBJ, ft, : Bi = — (Agi^Bjj), ft, : fc B = — (A, A 3 C 3 B 3 ), 
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Avremo quindi 

— k % iC B tt s : ft 3 X 3 U a = (A l 4 8 C t B 1 J.(A s A s B l P 1 ).(l s A s B 1 C 1 )= (AgA^PJ, 
e analogamente 

— ftj »! Mi : fi 3 # 3 m 3 = (A^BgPg) ; 
onde 

— (B, .T, W, + ft B # t Mg) : ft s W s U 3 = (A^R/P,) -f (A^R^). 

Ora se P sta su r, e solo allora, precettando da P su a, sì ha 

(A^ 3 R 2 P 3 ) = (P^gBjAj) = (A^A.P,), 
onde 

(AgAjRiPJ + (AjA^Pj) = (A 3 A 3 R,P,) + (AJl.AgP,) = 1 (§ 7); 

dunque sarà 

h 1 cc t u t + K oe t % + ft 3 oo a i* 3 = 

la condizione perchè il punto P stia sulla retta r. 

Essa 6 lineare e omogenea nelle ìc, x % x 3 , ed è lineare omogenea 
nelle u, w s u a . 

Data r, cioè dati i rapporti di h, u a u 3 , questa è l'equazione della 
retta r come punteggiata. Dato P, cioè dati i rapporti di x Y x^x^, 
essa è l'equazione del punto P come centro di un fascio. 

Se Oj e Oj si suppongono armonici con B, e Bj rispetto a A a A s e 
A 3 A n sarà h i = ft^ := ft 3 , e quindi sarà anche C 3 armonico di B 3 ri- 
spetto a A,A S : allora il punto B può dirsi armonico con la retta e, 
e l'ultima equazione diverrà 



Se inoltre a 3 è la retta all'infinito e A s B t — A 3 Bj — 1, onde 
AgC, = A 3 C 2 — — 1 , allora w t : cc 3 , x t \ x 3 sono (come già osser- 
vammo) le coordinate cartesiane x y, e u L : « a , % : u 3 sono le 
coordinate pluckeriane u v ; e però l'equazione diviene 



Mìe -j- vy + 1 = 



| 96. Il fatto : che la condizione perchè un punto stia su una 
retta è lineare omogenea nelle coordinate omogenee projettive del 
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punto e lineare omogenea nelle coordinate omogenee projettive 
della retta, sussiste anche nel caso particolare delle coordinate 
cartesiane dì punti e plùckeriane di rette, quando le coordinate si 
denotino come rapporti di due numeri a un terso. Questa analogia 
è cagione, die le principali forinole da noi esposte relativamente 
alle coordinate cartesiane di punti e plùckeriane di rette, si esten- 
dano con leggerissime modificazioni alle coordinate projettive di 
punti e rette. La conformità è meno appariscente in quelle for- 
inole che si riferiscono a relazioni metriche, ma spicca in quelle 
che si riferiscono a relazioni projettive. Valgano alcuni esempi; 
nei quali supporremo, come si suol fare, che il punto unità e la 
retta unità si siano scelti in modo, ehe la condizione perchè il 
punto (x i x 3 x^) cada sulla retta (u 1 u t u a ) sÌ3,u l x i ~\-u i x t -{-u 3 o? 3 =0. 

La condizione perchè tre punti {ce i %. i x. ì ), [>!,v,V: i ), {z,z t z 3 ) siano in 
una retta è 

1 x, w 2 x 3 
[«if^sl = Vi Vi V-è. 



Questa è anche l'equazione della retta per due punti dati {y^y^y^, 
(z t z t z s ), se [ce t af^X} a ) varia. 
Le coordinate di questa retta sono dunque 

\y* Vs\ iva tfil ÌVl tf*\ 

\z % z a \ \z s 3,| jjjr t 3 2 | 

cioè i determinanti della matrice 



E le coordinate di un punto qualunque della retta sono 

{ly, 4- m«u lVì -\- ms 2 , ly 3 -}- mz a ) ; 

dove m : l varia col punto stesso, essendo proporzionale al rapporto 
delle distanze di questo dai punti Ì3f ± y t ìf^, [z i z ì z. i ). 
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Del pari : la condizione: perche tre rette (m i h.j(. ì ), (i.W'-Vi [;>o l u: ì w,\ 
passino per uno stesso punto è 

| U, M 3 ll- à 

[«iVgWa] — j V ± W a M E 

I W 4 W s 10 3 

Questa è anche l'equazione del punto comune a due rette date 
(u, v i v 3 ), (WjWjWg), se («(UgMs) varia. 
Le coordinate dì questo punto sono 

cioè i determinanti della matrice 



\w t w s w 3 \ 

E le coordinate di una retta qualunque pel punto sono 

(Xv, + uw \i *"« + M w ii X^s -J- ixwa), 

dove u : X varia con la retta proporzionalmente al rapporto dei seni 
degli angoli che la retta stessa fa colle («i^uj, (M^wJgWg). 

Mentre una retta r con legge qualsiasi si allontana indefinita- 
mente, i rapporti delle distanze X ± v A 2 r A s r tendono all'unità ; e 
però i rapporti delle coordinate u 1 u 2 u. ò dì r tendono a divenire 

quelli di -. — , 7—, i — . Indicando dunque con i, i„ i„ tre numeri 
' Ai e' A;C' A^e * i » b 

proporzionali a -. — , -j— , -7 — , essi saranno le coordinate della retta 
r v A ( o' A s c A 3 e 

all'infinito. 

Ne segue che due rette fijjUji^), (fi« fi Vg) sono parallele se 

[«,r,<J = 0. 

§ 97. Siano w 1 oc ì x 3 e ^.YjX, le coordinate projettive di uno 
stesso punto riferito a due diversi sistemi di riferimento (triangoli 
fondamentali e punti unità). Supponiamo che i lati del 2° triangolo 
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e il nuovo punto unità abbiano per coordinate nel 1° sistema 
(a l a ì a 3 ), {b l h ì b. i ), {c^c^c 3 ) e (d,tf a d s ), ossia supponiamo die quei 
lati riferiti al 1° sistema abbiano por equazioni 

a 1 a; i +fl s ;# s + fl: 8 a! 9 == 0. ì>fa J \-li i x» i -[-l)?x 3 —Q, cfa-\-c l as ì -^-c^G % =d. 

Or siccome i medesimi lati nel 1" sistema hanno per equazioni 

x i = o, x t = o, x s = o, 

dove in luogo di X, X, X z s'intendono poste le loro espressioni in 
funzione di x i x ì x 3 , cosi dovrà l'espressione di X i differire da afa 
4- a^ce^ 4~ « 3 a? 3 per un fattore; anzi, potendo moltiplicarsi a i a % a i 
per uno stesso numero, potrà X, prendersi uguale a afa -\- afa 
+ %#,, e cosi via. Avremo dunque 

X, = afa -\- «giB, H- o 3 ìc 3 , 

[1] X. ; = bfa + 6 s o; 2 + & a # 3 . 

X a — e,^! + e fa + e s a? 3 . 

E poiché le nuove coordinate del punto di antiche coordinate d^d^ 
devono essere eguali, i tre fattori suddetti, per cui si moltiplicano 
risp. a,a t a s , &, & 2 6 8 , c,c 2 c a , dovranno rendere 

a i d 1 -(- a 3 ci B + c( g tì s = 6^, + 6»d ( + & 3 <* s = e,**, -}- e,d, + c 3 rf s . 

Le equazioni [1] costituiscono la sostituzione lineare per la tra- 
sformazione delle coordinate proiettive de' punti. 

Da esse si trae, indicando con A L . . . ì sudde terminanti comple- 
mentari dì flj . . . nel determinante A — \a ± b 2 c s ], che non è nullo : 

Aw, = A,X, + 6 f x 3 -I- C L X, t 

[2] A« ? = vl^Xj 4- B t X t 4- C a X 3 . 

Aa? 3 = A 3 X t 4- B S X S 4- C 3 X 3 ; 

onde i lati del 1° triangolo hanno per coordinate rispetto al 2° si- 
stema di riferimento (AjBjC,), (A^C^, {A S B 3 C 3 ). 

Se poi Mj u„ u s e V t C 3 Ù s sono le coordinate projettive 'di una 
stessa retta rispetto a 1 due sistemi di riferimento, u l x l -\~ufa-]-u 3 w i 
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dovrà trasformarsi in U i X l + U 2 X t + ^ a ^ 3 a meno di un fattore; 
ma sì ha dalle [1] 

U^X t + {7 s Z t + U S X S 

dunque potremo assumere 

[3] w 8 = ffl S! I7 1 -Ì-6 a I7 ì + e i & 8 , 

M s = 0,^ + 6,^ + 63)79, 

sostituzione lineare per la trasformazione delle coordinate delle rette. 
Quindi segue 

At7, = a l u { + A t u t + A 3 u 3 , 

[4] A<7 a = B,u r + B s % + B 3 u 3 , 

A£/ 3 = C^-f, + C a w a + C 3 tt 3 , 

È chiaro che (a^cj, (aj6 8 c s ), (ffl s ft s c 3 ) sono le coordinate dei 
vertici del 1° triangolo rispetto al 2" sistema, e (A, A t A s ), {B t B a B s ), 
(C, C a C 3 ) quelle de' vertici del 2' triangolo rispetto al 1° sistema. 

Va notato che nulla vieta supporre nelle precedenti sostituzioni 
che x l x i x si X^X % X Z siano coordinate di una stessa retta di un 
dato piano riferita a due trilateri diversi, e che u l u ì u 3> U, i7 a U 3 
siano coordinate di uno stesso punto del dato piano riferito a quei 
due trilateri. 

La sostituzione lineare [1| contiene nove coefficienti arbitrari; ma 
il suo significato geometrico è determinato quando son dati ì rap- 
porti di otto coefficienti al rimanente. 

Essa è suscettiva di altre importanti interpretazioni geometriche. 

Se infatti si suppone che x l x t x s e JjX,!, siano le coordinate 
projettìve di due punti in due piani punteggiati (distinti sovrap- 
posti), è facile vedere che allora la sostituzione 1 1] stabilisce una 
corrispondenza omografica fra i due piani (cfr. § 46) (*). 



(*) Perciò le propriotà projettive dolio figuro -i po^somi definire, sui come quella 
che non dipendono ■ lu.1 sistema dì vi forimeli t'\ sia. censo queilo dv: sì conservano fa- 
cendo una, t ivi sfori 11 aziono "ìiiogvafìea dallr iigura -tessa. E poi ci li: la [1] iì una tra- 
sforma:'.! 011 e lineare generale, si vado puro che (da un certo punto di vistai la. tjf.n;».etria 
proiettiva coincide wWal'jebra delie trasl'm-inaxmiì lin-cnri; «usi retto fecondo, a cui 
son dovuti molti progressi fatti in questi ultimi tempi dalla geometria o dall'algebra. 
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Se x j CB 1 (ff i e X i X 2 X 3 indicassero coordinate projettive di rette 
in due piani rigati, la sostituzione [1] stabilirebbe ima corrispon- 
denza omografica fra' due piani (cfr. § 52). 

Che se x i x % x ì e X ± X 2 X 3 indicassero rispettivamente le coordi- 
nate di un punto e di una retta in un piano (o viceversa); allora 
la sostituzione [1] stabilirebbe fra' due piani una corrispondenza 
correlativa (cfr. § 52). 

Trattando delle forme di 1* specie, abbiamo omesso d'investigare 
il significato geometrico della sostituzione lineare 

x, = a t cc, + a % x^ , x 4 = b t Xi -J- ì>^c t , 

in cui x t x 2 , X L X t siano coordinate projettive di elementi variabili 
di forme di l 8 specie, e a 1 a, 5 t 6 9 quantità date. Se il determinante 
[fli& a ] non è nullo, la proposta sostituzione può ricevere le seguenti 
interpretazioni : 

Possono a^tCj e X i X ì esser le coordinate di uno stesso elemento 
variabile di una forma di \" specie, riferito a diversi elementi fon- 
damentali e unità. 

Oppure possono x k a! t e X { X t esser le coordinate di due elementi 
variabili di due date forme di V specie. Allora questi elementi sono 
corrispondenti in una omografia, la quale può essere la più ge- 
nerale. 

Il significato geometrico della proposta sostituzione dipende eia 
tre quantità, cioè i rapporti di tre delle a, a s b ì & a alla rimanente. 

La sostituzione inversa della proposta è 

[a Ato = t>,X, — a t X s , [<M>Jat s = — b,X t + a t X t . 
Forme di 3 a specie. 



§ 98. 1° Dati nello spazio punteggiato cinque punti A 1 A 2 A 3 A 4 B, 
di cui quattro qualunque non in un piano; si hanno sei fasci di 
piani intorno alle rette che uniscono due dei punti A,A 2 A 3 A^ e di 
ciascun fascio son dati tre piani. Per un punto qualunque P passa 
un piano di ciascun fascio; ma tre di questi piani hanno una retta 
comune se gli assi de' tre fasci cui appartengono passano per uno 
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stesso dei punti A^AgA,,; onde P non sarebbe individuato da essi. 
Invece P è individuato dai piaui di tre fasci ì cui assi siano in un 
piano, come A,A 3 A S A 3 A^. Scelto in ciascun fascio coordinate 
proiettive, possiamo trovare quattro numeri x s x 2 x % x„ tali che (*) 

^,:af 4 =A a A 3 (A 1 A 4 BP) 1 x % la^^A^A.^BP), x^ :x^ = A 1 A a (A 3 A 1 BP), 

e definirli come coordinate omogenee projettive del punto P. 
Indicando con a, a 2 a 3 a 4 i piani A S A,A 4 A 3 A 4 A 1 A 4 A L A„ A,A ; A 3 , si ha 



vale a dire che x i CD i a! 3 x i sono eguali o proporzionali ai rapporti 

,. ,. , Fa t Fa 2 Pa 3 Pa 4 

'■:: distanze ^—, =s— , t— , s— • 

B<V Ba s ' Aa;,' Ba 4 

E si ha pure 
ic 1 :;c a =A 3 A 4 (A 1 A 2 BP), aj,:a! a =:A ( A^A a A 3 BP), x 3 :x l = ^L i (i 3 S. i -BP). 

Pei punti di a 1 si ha w L =: ; ecc. Pei punti di A,A 5 si ha x s =: 
e a? 4 = 0; eco. Per A d si ha 3^ = 0, x s = 0, te, = e &•, arbi- 
trario ; ecc. Per B si lia se ± = cc t = se 3 = ac A . 

I punti A ; A s A a A 4 e i piani a d a 5 a 3 a, si dicono fondamentali, e B 
punto unità. 

Se B e il centro della sfera iscritta nel tetraedro A^A^A^, le 
coordinate sono proporzionali alle distanze dì F dalle facce a £ a % 
ct s ct 4 , e si dicono anche coordinate quadriplanari o tetrametriche. 

Se B è il centro delle medie distanze de' punti A, A e A 3 A 4 , le coor- 
dinate projettive si riducono alle barìcentriche (§ 63). l'oicliè, dette 
B ia P i2 le projezioni di B p da A 3 A, su A^, e così via, risulta B 12 
medio fra A d e A a , ecc. ; onde x, : x k = (A,A 4 B 14 P 14 ) — A 4 P 14 : P I4 A 1 , 
e così via; e perù ce i x 2 x z x i sono veramente le coordinate bari- 
centriche di P riferito a A,A 3 A 3 A V Esse sono proporzionali ai volumi 
dei tetraedri PA 2 A 3 A 4 , — PA 1 A 3 A 4 , PA^A^, — PA,AjA 3 , e diconsi 
perciò anche coordinate letraedrali. 



(*) Se- AB... sono punti no] lo spazio, AB(CT)EF) denota- il (loppio rapporto dei 
quattro piani ABC ABD ABE ABF. 
Analogamente per dei piani a fi... 
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Se A 1 A,4 3 vanno all'infinito su tre rette fisse dì una stella di 
centro A 4 , si ha 

x i :x i , = A 4 P i4 : A 4 B H , cc^-.x^ — A 4 P M : A 4 B S4 , w s : w^ A 4 P a4 : A 4 B 34 ; 

e preso B in modo che A 4 B ]4 = A 4 B M = A 4 B 34 = 1 , i rapporti x i : cc t , 
a: 2 : sOf, i» 3 : x i si riducono alle coordinato cartesiane di 1* rispetto 
alle tre rette fisse. 

2° Nello spazio di piani, dati cinque piani a i a ì a ì a 4 f, di cui 
quattro qualunque non di una stella, per coordinate omogenee 
projetlive di un piano qualunque p si possono assumere quattro 
numeri u t ii 3 u s u 4 tali che 

m, : w 4 — a^ (a d a 4 TP)i w a :W 4 — a s aj ((X E a 4 Tp), u s : ti 4 =a,a 2 (a 3 a 4 YP), 

vale a dire quattro numeri proporzionali ai rapporti di distanze 

ti . i r^> t 1 - 1 ove A, A. A, A, indicano i punti cc-cua, a,o:„a, 
Aif' A s t' A 3 y' A t Y' i a 3. * r ; a 4 i a 4 

ti,a a a 4 a,a 2 a a . 

Pei piani passanti per A, è «^ = 0; ecc. Pei piani per A 1 A S o 
a 3 a 4 è u t == e % = ; ecc. Per a, èw„ = 0, w 8 = , w 4 = e w, 
arbitrario; ecc. Per f è u, — u s = w g =w 4 . I piani o^a, a 2 a 4 e i punti 
A ( A 3 A 3 A 4 si dicono fondamentali, e t piano wwtfià. 

Se t è il piano all'infinito, le coordinate u i u i u 3 u t diventano 
proporzionali alle distanze di p dai punti A ( A a A 3 A 4 , e si dicono 
anche coordinate quadrtpunte o tetrametriche. 

Se k 4 è il piano all'infinito, indicando con 14 B 14 ... ì punti 
TOjQi, po^o,..., abbiamo 

u i : « 4 = (À.A.C,^,) = A 4 C, 4 : A.,R U . 
U t : U, — A 4 C M : A 4 B £4 , u 3 : U t = A 4 M : A 4 R Sd ; 

e prendendo f in modo che A 4 C 1S =: A 4 C 24 — A 4 C 31 = — ], u t : u 4) 
w 2 : w 4 , « 3 : w 4 si riducono alle coordinate pltìckeriane del piano p 
rispetto a tre assi a t a s a 2 a 3 a,a, (§ 80). 
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Applicazioni. 



| 99. Consideriamo ora i punti e i piani dello spazio riferiti a 
uno stesso tetraedro; e conservando le notazioni testé adottate, 
poniamo 

— ft 1 :ft 4 =(A 1 A 4 u B u ), — ft 2 i .ft 4 = (A 3 i,C S4 B 2 J, — ft 8 :ft 4 =(A;i 4 C M B M ). 

Poiché nel piano a ( le A S B 34 A 3 B 3i A 4 B 23 passano per un punto e 
C, 4 C ai C J3 sono in una retta, sarà 

— ft t : fc 3 =(A 2 4 3 C 23 B 33 ); 
e analogamente 

— h s : k t — (l s A t C M B Si ) , — ft, : ft 2 := (AA°« B ie)' 

Ciò posto, si ha (§ 95) 






ft 4 a? 4 u 4 = (A,A 4 B 14 P 14 ) , 
ft 4 iC 4 u 4 = (A 3 A 4 B M P 3S ), 



— (h ì x ì u i -f- ftj.T 3 it s + ft^B s u g ) : fe 4 ip 4 w 4 
= (AjA^PJ + (A E A 4 B Ì4 P M ) + (A 8 A 4 E M P 84 ). 

Ma il 2" membro vale 1 quando il punto P sta nel piano p. Allora 
infatti, se P, è il punto comune alle A a P 34 A 3 P 34 A 4 P S3 , e 8 il 
punto comune alle A 4 P 33 P, E 34 B 34 B 33 , poiché P sta sulla E 14 S, si ha 
nel piano A,A 4 P (giusta il § 93) una prima relazione: 

(A,A 4 B U P 14 ) + (P^A^PJ = 1. 

Similmente nel piano A 2 A 3 A 4 , poiché S sta sulla R 21 R 34 R 33 , se S' e S" 
sono le projezioni di S da A 3 su A 3 A 4 e da A a su A 3 A 4 , si ha una 
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seconda relazione : 

(A 2 i 4 B 31 S') + (A 3 A 4 R 34 S") = 1 ; 

la quale, per essere i gruppi A^S'P^ e A s A 4 S"P 34l prospettivi a 
P as A 4 SP ( , ne porge 

(A s A 4 R S4 S').(A a A 4 S'P a4 ) -f (A 3 A 4 tt 3i S").(A 3 A 4 S"P 31 ) = (P 23 A 4 SP,) 

ovvero 

{A a A 4 R a4 P a4 ) + (A 3 1 4 E 34 P 31 ) — (P M A4 Sp i); 

e sommando con la prima relazione, 

(A^R^Pj -f (A S A 4 B S4 P 34 ) -f (A 3 A 4 R 34 P 3S ) — 1, 

Dunque sarà 

ft^Ut -|- ft 2 CC s Mj -\- ft 3 # 3 t£ 3 + ft 4 «? 4 M 4 = 

la condizione perchè il punto P [m^cc^o^ stia nel piano p (i^y^u^. 
Essa è lineare omogenea nelle coordinate del punto e in quelle 
del piano. 

Dato il piano p, ossia dati i rapporti di u l u 2 u 3 u i , questa ò 
l'equazione del piano p (come punteggiato). Dato invece il punto P, 
ossia dati i rapporti di m t x t os a x t , essa è l'equazione del punto P 
(come centro di una stella di piani). 

Se C M C a4 C 34 si suppongono armonici con B Lt B M B 34 rispetto a 
A,A 4 A a A 4 A 3 A 4 , risulta h i =zli 2 = & 3 = ft 4 , ed anche C ia C a3 C 3i 
risultano armonici con B ia B a3 B 31 rispetto a AjAj A a A 3 A S A 1 : allora 
il punto B può dirsi armonico col piano f, e l'ultima equazione 
diviene 

Questo è il caso che generalmente si considera. Se inoltre cc 4 ò il 
piano all'infinito e A 4 B 14 == 1, si ricade nella equazione relativa a 
coordinate cartesiane di punti e pluckeriane di piani (§ 80) : 

ux + vy 4- wz + 1 = 0. 
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